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Wstep

Od ponad 40 lat, to znaczy od kiedy ukazaly sie prace Whitneya [Wh1] i Lojasiewicza [L1] wiadomo,
ze analityczne i semianalityczne podzbiory przestrzeni euklidesowych posiadaja stratyfikacje z warunkami
Whitneya. Jest to rezultat, ktéry pézniej zostal uogélniony na zbiory subanalityczne ([Hil][ELSW]), a w
konicu na zbiory definiowalne w dowolnej strukturze o-minimalnej ([TL1], [TL2]). Od czasu, gdy ukazala
sie praca Lojasiewicza [EL2] wiadomo réwniez, ze zbiory semianalityczne, a takze subanalityczne ([Hal,
[Hi2], [E3]) i definiowalne w strukturach o-minimalnych ([vD1]) sa triangulowalne.

Prawdziwym wyzwaniem okazal sie problem, postawiony przez Y.ojasiewicza i Thoma, potaczenia
tych dwéch rezultatow, tzn. skonstruowania takiej triangulacji, ktora jest jednoczesnie stratyfikacja z
warunkami Whitneya. Zasadnicza trudnoécia byto to, ze konstrukcja stratyfikacji z warunkami Whitneya
przebiega przez indukcje zstepujaca ze wzgledu na wymiar zbioru, podczas gdy konstrukcja triangulacji -
przez indukcje rosnaca ze wzgledu na wymiar przestrzeni otaczajacej. Przez wiele lat nie wiadomo byto,
jak poradzi¢ sobie z ta rozbieznoscia.

Pierwsza pozytywna odpowiedz zostala niedawno podana przez Masahito Shiote [Sh1]. W swoim
o$miostronicowym artykule dotyczacym przypadku semialgebraicznego proponuje on rozwiazanie oparte
na metodzie kontrolowanych systeméw otoczen tubularnych, rozwinietej przez niego w ksiazce [Sh2].
Jednak jego dowdd, niezwykle skomplikowany, jest trudny do zrozumienia w szczegoétach.

Celem niniejszej rozprawy jest podanie innej, bardziej bezposredniej metody triangulacji z warunkami
regularnosci, ktora jest ogélna z dwojakiego punktu widzenia. Po pierwsze dotyczy zbioréw definiowalnych
w dowolnej strukturze o-minimalnej nad cialem liczb rzeczywistych, a po drugie daje triangulacje z
dowolnym warunkiem regularnoéci z pewnej wyrédznionej klasy, zawierajacej w szczegolnosci warunek
Whitneya (B) i warunek Verdiera.

Gléwnymi narzedziami sa: teoria odwzorowan stabo lipschitzowskich rozwinieta w rodziatach 2, 3
oraz twierdzenie Guillaume’a Valette’a (patrz rodzial 4) o sprowadzeniu dowolnego zbioru definiowalnego
do postaci posiadajacej kierunek regularny za pomoca homeomorfizmu bi-lipschitzowskiego. W skrocie
rozumowanie przebiega nastepujaco: gléwny rezultat (twierdzenie 6.2.2) wyprowadzone zostaje z twier-
dzenia o triangulacji lokalnie lipschitzowskiej, stabo bi-lipschitzowskiej (twierdzenie 5.2.2), ktéra w pew-
nym sensie (patrz twierdzenie 3.2.1) zachowuje warunki regularnosci. Z kolei taka triangulacje otrzymuje
sie stosujac twierdzenie Guillaume’a Valette’a, ktore redukuje problem do przypadku, gdzie moze juz
by¢ zastosowana klasyczna procedura triangulacji.

Niniejszym chciatlabym goraco podzigkowaé¢ mojemu Promotorowi prof. dr hab. Wiestawowi Pawluc-
kiemu za ogromng zyczliwos¢, doskonala opieke naukowsa i czas poswiecony na liczne, fascynujace dys-
kusje. To dla mnie wielki zaszczyt moéc studiowaé¢ pod Jego kierunkiem i uczyé sie tego uwaznego,
wnikliwego spojrzenia od tak znakomitego Mistrza. Chcialabym rowniez ta praca zlozyé podziekowania
$p. Profesorowi dr hab. Stanistawowi Lojasiewiczowi, ktory jako pierwszy zachecal mnie do studiowania
geometrii zbiorow semianalitycznych i subanalitycznych i ktérego dokonania, niezwykle bogata osobowosé
i gleboki umyst byla dla mnie inspiracja do podjecia pracy naukowe;j.

Malgorzata Czapla



ROZDZIAL 1
Preliminaria

1.1. Funkcje separacji podprzestrzeni liniowych
W calej pracy stosowaé¢ bedziemy nastepujacag notacje:

Przyjmujemy, ze n,m € N, symbolem <,> oznaczamy iloczyn skalarny w R™, | - | oznacza norme
euklidesowa w R™, za$ zbiér S*~! symbolizuje sfere jednostkowg w R™.

Przez Gy, bedziemy oznaczaé rozmaitos¢ Grassmanna k wymiarowych podprzestrzeni liniowych R".
W szczegélnodci Pr,—1 = Gy .

Bedziemy uzywaé symbolu C? na okredlenie klasy gladkoéci odwzorowania, przy czym - jesli nie
zaznaczono inaczej - bedziemy przyjmowaé, ze ¢ € N, ¢ > 1 lub g € {oco,w}.

Jesli V jest liniowa podprzestrzenia R™, wowczas przyjmujemy, ze

v R" —V

jest rzutowaniem prostopadlym na V.
Jesli A C R™ oraz f: R" — R™, wéwczas wygodnie czasem bedzie utozsamiaé f|a z jej wykresem

graphfla ={(z,y) eR" xR™: 2 € A,y = f(z)}.
Jesli dodatkowo m =11 g : R™ — R jest drugim odwzorowaniem, to przyjmujemy, ze

(f:9)la ={(z,y) s 2 € A, f(2) <y < g(z)}.

Definicja 1.1.1. Niech v € S"~! bedzie ustalonym wektorem oraz W bedzie nietrywialna liniows
podprzestrzeniag w R™. Okreélamy

d(v, W) = inf{sin(v,w) : we W NS" 1},

gdzie sin(v, w) oznacza sinus kata miedzy wektorami v i w w plaszczyZnie rozpietej przez jednowymiarowe
podprzestrzenie liniowe Ro, Rw. Ponadto ktadziemy d(v, W) = 1, gdy W = {0}.

Definicja 1.1.2. Dla dowolnych podprzestrzeni P € Gy, ,, oraz @) € G, ,, okredlamy
d(P; Q) = sup{d(v; Q) : v e PNS"'},
gdy k > 0 i kladziemy d(P, Q) = 0, gdy k = 0.

Ponizej przedstawiamy elementarne wtasnoéci funkcji d:

Obserwacja 1.1.3. Jesli P, Q, R sq liniowymi podprzestrzeniami R™, wowczas zachodzg zwigzki

a) 0<d(P,Q) < 1.

b) d(P,Q)=0<= P CQ,

¢) d(P,Q) =1<+= PNQ* # {0} ( lub réwnowaznie d(P,Q) < 1 <= PNQ+ = {0} ).

d) d(P,R) < d(P,Q) +d(Q, R).

e) d(P,Q) = d(Q, P) wtedy i tylko wtedy, gdy dim P = dim Q.

f) (Gin,dlg, , xG,..) jest zwartq przestrzeniq metryczng.

g9) dRv,Q) = dist(v,Q) = |v —7mq(v)| = |7gL(v)] = sin (v, \23&) =d (RU,R%), gdzie
v € S jest wektorem nicortogonalnym do Q oraz dist(v, Q) = inf{|v —w| : w € Q}.

h) Rozwazmy nastepujgcg metryke na Pp_q:

d(Rv, Rw) = min{|v — wl, |v + w|} dla v,w € S*7L.
Wowczas

d(Rv, Rw) < d(Rv, Rw) < d(Rv, Rw).

Sl
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i) Jesli P’ jest liniowq podprzestrzenig R™ takq, ze P C P, wtedy
d(P,Q) < d(P',Q).

7) Jesli Q' jest liniowq podprzestrzenig R™ takq, ze Q' C Q, wéwczas
d(P,Q) < d(P,Q").

k) d(P,Q)=d(P xR,Q x R).

Dowo6p. Dla dowodu wiasnosci f) zob. [Wh2], Chapter 5, str. 178. Pozostale wlasnosci sa trywialne.

(]
n—1

Definicja 1.1.4. Rozszerzamy funkcje d na G,, = |J Gy, (suma roztaczna) w nastepujacy sposéb:
k=1

D(P,Q) = max{d(P,Q),d(Q, P)}.
Woéwezas (G, D) jest takze przestrzenig metryczna, Gy ,, sa otwarto-domknietymi sktadowymi spéjnymi

przestrzeni G,, i dla k # | mamy D(Gg ., Gy ) = 1.

Uwaga 1.1.5. Dzigki obserwacji 1.1.3 d) i symetrycznosci funkeji D zauwazmy, ze dla dowolnych
(P1,Q1),(Ps,Q2) € G, x G,, zachodzi nieréwnos¢

|d(Pr, Q1) — d(P2,Q2)| < D(P1, P2) + D(Q1, Q2)-

Stad otrzymujemy natychmiast ciaglosé funkcji d na G,, x G,,.

Kolejnym narzedziem do badania wzajemnego polozenia podprzestrzeni liniowych w R™ jest ponizsza
funkcja ¢ :

Definicja 1.1.6. Dla dowolnych podprzestrzeni liniowych V', W C R™ okre§lamy
S(V,W) =inf{d(v, W) :v € VNS 1},
gdy V # {0} oraz §(V,W) =1, gdy V = {0}.
Obserwacja 1.1.7. Jesli V, W, S sq nietrywialnymi podprzestrzeniami liniowymi R™, wowczas
i) S(V,W) =0V NnW # {0};
i) 6(V,W) > 0= VnW ={0};
i) S(V,W) =1« V.IW.
w) O(V, W) < d(V,W) < D(V,W).
v) 0(V, W) < 6(V,S) 4+ (S, W).
vi) dla dowolnych (P1,Q1), (P2, Q2) € G, X G,, zachodzi nieréwnosé

0(P1, Q1) = 6(FP2, Q2)| < D(P1, P2) + D(Q1, Q2).
vii) 0 jest funkcjag ciggle na G, x G,,.

DowOD. Wiasnodei 4) — iv) wynikaja bezposrednio z definicji 1.1.6. Wlasnosci v), vi) dowodzi sie
elementarnie, natomiast ciaglo$¢ 6 wynika wprost z nieréwnosci vi). (Il

Obserwacja 1.1.8. Niech A C R"™ bedzie podrozmaitosciq klasy C?, za§ f : A — R™ bedzie
odwzorowaniem klasy C1. Zaldzmy, ze dla dowolnego x € graph f|x zachodzi nieréwnodé

8(Tegraph fla,{0} x R™) > a,

z pewng statg o > 0. Wowczas
i) dla dowolnego punktu xo € graph f|a oraz dla dowolnego ciggu punktow {z,},en C graphf|a

zbieinego do punktu xo, jesli cigg {Ts, graph f|a},cy jest zbieiny, wowczas

0 ( hT T, graph f|a, {0} x Rm) > a>0.
V—100

1) dla dowolnej podrozmaitosci M C A klasy C? podrozmaitosé M x R™ jest transwersalna do
graphf|a w podrozmaitosci A x R™.

ot



DowOD. Pierwsza cze$é tezy wynika z cigglosci funkcji . Niech wige teraz M C A bedzie dowolng
C'? podrozmaitoscia. Na mocy obserwacji 1.1.7 i) otrzymujemy, ze dla dowolnego x € graph f|x zachodzi

(Tograph fla) N ({0} x R™) = {0}.
Zatem dla dowolnego = € (M x R™) N graphf|x mamy
dim T,(M x R™)NT,graphf|an < dim M,
stad poniewaz T,graphf|y C Tp(M x R™) N Tygraphf|a oraz dim T, graphf|y = dim M, zatem
dim T, (M x R™) N Tygraphf|y = dim M = dim T,,(M x R™) + T, graphf|s — dim (A x R™),
co konczy dowodd. (I
Obserwacja 1.1.9. Niech A C R"™ bedzie podrozmaitoscig klasy C?, za$ f : A — R™ bedzie
odwzorowaniem Lipschitza klasy C1. Wdowczas istnieje a > 0 o tej wlasnodci, ze dla x € graph f|a
§(Tpgraph fla,{0} x R™) > a > 0.
Dow6D. Drzieki lipschitzowosci odwzorowania f istnieje L > 0 taka, ze dla dowolnego y € A zachodzi

lldy fl| < L. Ustalmy punkt « = (y, f(y)) z pewnym y € A i wybierzmy dowolny wektor v € T, graphf|a,
|v] = 1. Wéwczas znajdziemy wektor v € TyA taki, ze v = (v,dy, f(vV)). Wtedy

1= o] = /[0]* +|dy f(0)]> < V1+ L?-[0].

~ 1
V|2 ——= >0
g V1+ L2

7 drugiej strony jesli mo : R™ x R™ — R™ jest naturalnym rzutowaniem, to
6(Ro, {0} x R™) = v —m2(v)| = [0],

spelnia warunki tezy. O

Zatem

. . _ 1
wiec stata o = T
Uwaga 1.1.10. Znaczenie geometryczne funkcji d i § jest istotnie rézne. Funkcje d mozna zinter-
pretowaé jako odwzorowanie wyrazajace ,maksymalny kat odchylenia” pierwszej podprzestrzeni liniowej
od drugiej i w ogdlnym przypadku nie jest ona odwzorowaniem symetrycznym. Natomiast funkcja § jest
symetryczna i charakteryzuje rodzaj przeciecia podprzestrzeni liniowych (trywialne/nietrywialne).

Definicja 1.1.11. Niech A bedzie podzbiorem w R™ i niech A € R™ bedzie wektorem jednostkowym.
Powiemy, ze A (odpowiednio prosta R) jest kierunkiem regularnym dla A jedli istnieje stala o > 0 taka,
ze dla dowolnego C! regularnego punktu a zbioru A oraz dowolnego wektora v stycznego do A w a
zachodzi |[v — A| > «. Woéwczas méwimy, ze rzutowanie ortogonalne w kierunku wektora \ jest projekcjq
reqularng dla A.

Uwaga 1.1.12. W szczegdlnosci na mocy obserwacji 1.1.9 otrzymujemy, ze jesli A C R™ jest C'? pod-
rozmaitoscia, f : A — R jest odwzorowaniem Lipschitza klasy C?, to e, = (0,...,0, 1) jest kierunkiem
regularnym dla graphf C R ! x R.

1.2. Stratyfikacje i struktury o-minimalne

Definicja 1.2.1. Zbiér G C R™ nazywamy zgodnym ze zbiorem  C R™ jesli GNQ =0 lub G C Q.
Rodzine zbioréw {X;},c; C R™ nazywamy zgodng z rodzing zbioréw {Y;}icr C R”, jesli dla dowolnych
j € J,1 €I zbiér X, jest zgodny ze zbiorem Y;.

Definicja 1.2.2. Niech A bedzie podzbiorem R". Stratyfikacjg klasy C? zbioru A nazywamy lokalnie
skonczona rodzine X 4 spéjnych podrozmaitosci w R™ klasy C? (zwanych dalej platami) o nastepujacych
wlasnosciach:

1) A=UZXa;
2) Jeéh Fl,rg € :{A, Iy 7£ FQ, wowczas I'1 NIy = @;
3) dlaT' € X4 zbiér (f \ F) N A jest skoficzona suma pewnych platéw z X4 wymiaru < dimT.

Powiemy, ze stratyfikacja X4 jest zgodna ze skoticzong rodzing podzbiorow By, ...,B, C A, jezeli

kazdy ptat I' € X4 jest zgodny z kazdym zbiorem By, i =1,..,p 1.

1Jest to réwnowazne temu, iz kazdy zbiér B; jest skoficzona suma pewnych platéow z X 4.
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W niniejszej rozprawie rozwazaé¢ bedziemy wylacznie skonczone stratyfikacje.

Definicja 1.2.3. Niech A € R*, f : A — R™ bedzie odwzorowaniem ciggltym, zas X4 bedzie
stratyfikacja klasy C'? zbioru A o tej wlasnosci, ze f|r jest odwzorowaniem klasy C? dla dowolnego plata
I' € X 4. Wéwcezas indukowang stratyfikacjq klasy C? wykresu f nad stratyfikacjg X jest rodzina

Xgraphs(Xa) = {graphflr: T € Xa}.

Naturalnym umiejscowieniem dla naszych rozwazan jest teoria struktur o-minimalnych (lub ogélniej
kategorie geometryczno-analityczne), przedstawiona w [vD1] (lub [DM1]). W niniejszej dysertacji postu-
giwaé sie bedziemy ustalong struktura o-minimalna D na uporzadkowanym ciele liczb rzeczywistych, w
ktorej zachodzi twierdzenie o rozkladzie komérkowym klasy C?, gdzie ¢ € N, ¢ > 1 lub g € {oo,w} (por.
[DM1], rodz. 2, str. 506 oraz tw. 4.2). Zbiory i odwzorowania definiowalne w strukturze D bedziemy
nazywali krétko definiowalnymi. Literatura na ten temat jest niezwykle bogata, dlatego wymienimy tutaj
zaledwie kilka fundamentalnych prac, w ktorych mozna znalezé wiecej informacji o ogdlnych strukturach
o-minimalnych: [DM1], [DMZ2], [vD1], [vD2], [M1], [M2].

1.3. Kompleksy symplicjalne i stozki

Definicja 1.3.1. Niech V bedzie afiniczna podprzestrzenia R"™, za$ I" bedzie podzbiorem R” i zal6z-
my, ze I' C V. Ustalmy punkt ¢ € R™\ V. Stozkiem o wierzcholku c i podstawie I' nazywamy nastepujacy
zbidr:

cxI'={(1—-t)-c+t-x: xel, te(0,1)}
Jesli T jest C? podrozmaitoscia definiowalna, wéwczas ¢+ I jest rowniez C? podrozmaitoscia definiowalna.

Definicja 1.3.2. Niech k € N, k < n. Sympleksem k - wymiarowym w R™ nazywamy zbior
k k
[yOa ayk] = {Zﬁz “ Y- 57, > 07 Zﬁl = 1} )
i=0 i=0
gdzie ustalone punkty yo, ..., yx sa afinicznie niezalezne w R™ i nazywamy je wierzchotkami sympleksu.
Uwaga 1.3.3. Sympleks A = [yo, ..., yx] jest otwartym podzbiorem przestrzeni afinicznej L rozpietej
_ k k
przez punkty o, ..., yx. Wowczas A = {Zﬁz sy B2 0,i=0,..,k > 6= 1} jest domknieciem
i=0 i=0
sympleksu A, A = A\ A jest brzegiem sympleksu A.

Definicja 1.3.4. Niech [ € N, k € N, | < k. Sciang | - wymiarowq sympleksu A = [yo, ..., yx] w R
nazywamy dowolny sympleks A’ postaci:

AI = [yl/07 "'7yl/l]a

gdzie 0 <1y < ... <y < k.

Definicja 1.3.5. Jesli A = [yo, ..., yx] jest k - wymiarowym sympleksem w R"™ wéwczas barycentrum
sympleksu /\ nazywamy punkt

S|
0a =2 37 W
=0

Definicja 1.3.6. Kompleksem symplicjalnym w R™ nazywamy dowolng skonczona rodzing K
symplekséw w R™, spelniajaca nastepujace warunki:
1) dla dowolnego S1,52 € K, Sy # S zachodzi S N Sy = 0.
2) jedli S € K, za$ S’ jest $ciana sympleksu S, wtedy S’ € K.

WieloScianem (cialem) kompleksu symplicjalnego K jest zbidr postaci
K| =|JK.
Wtedy | K| jest definiowalnym i zwartym podzbiorem R™ wymiaru dim K = max{dim A : A € K}.
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Definicja 1.3.7. Jedli I < k, to szkieletem [ - wymiarowym kompleksu K nazywamy nastepujacy
podkompleks symplicjalny K kompleksu K:

KO ={AeK: dimA<I}.

Definicja 1.3.8. Niech K bedzie ustalonym kompleksem symplicjalnym w R™. Indukcja ze wzgledu
na dim K definiujemy podpodzial barycentryczny K* kompleksu K:

1. Jesli dim K = 0, kladziemy wéwczas K* = K.
II. Niech teraz dim K = d > 0. Z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy podpodzial barycentryczny
(K(d_l))*, bedacy stratyfikacja wielo$cianu ’K(d_l)’ zgodna z K (=1 Wéwcezas

K= (K<d-1>)* ufosxs:iscan,se (K<d—1>)*,A € K. dimA =df U{0n: A € K dimA = d}.

Na zakonczenie tego rozdzialu pokazemy, ze skoficzona i spdjna suma domknietych symplekséw jest
zbiorem quasi-wypuklym.

Definicja 1.3.9. Méwimy, ze zbior A C R” jest quasi-wypukly, jezeli istnieje stata C' > 0 taka, ze
dla dowolnych punktéw x,y € A istnieje uk ciggly A : [0,1] — A, kawatkami klasy C! o tej wlasnodci,
ze M0) =z, A(1) = y oraz |A| < C - |z — y|, gdzie |A| oznacza dlugosé tuku A.

T —_—

Lemat 1.3.10. Niech Aq,..., A, bedq skoriczong rodzing symplekséw w R™. Jezeli zbior |J A\, jest

i=1
spojny, to jest tez quasi-wypukty.

Dow6D. Wystarczy udowodni¢ powyzsza teze¢ dla dwoéch symplekséw. Niech wigc Aq, Az beda
sympleksami w R" takimi, ze & N A, # (). Niech z € Ay, y € Ay beda dowolnie ustalonymi punktami.
Wybierzmy punkt z € A; NA, tak, aby |z — z| = dist(x, A, NA,). Okreslamy tuk A jako sume odcinkéw
taczacych punkty x i z oraz z i y. Wtedy

A =lz—z[+ |z -yl <2 |z — 2|+ o -yl = |z —y| + 2 dist(x, 5, N D).
Do zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze istnieje stata C' > 0 taka, ze dla dowolnego w € A,
(%) C - dist(w, Ny N Ay) < dist(w, Ny) + dist(w, A,),
stad bowiem natychmiast otrzymamy, ze dla ustalonych wczesniej punktéw z, y zachodzi

_ 2 — 2
A <z —gy|+2 -dist(z, Ay, NA,) < |z —y|+ a-dist(a:,AQ) < <1+ C) |z —yl.

Zauwazmy, ze wobec réwnowaznosci norm w R™, wystarczy udowodnié¢ powyzsza nieréwnosé (x) dla
normy |x|maee = max{|z;| : ¢ = 1,...,n}. Rozwazmy wiec nastepujace odwzorowania f : R" — R,
g:R*" — R
fw) = distpaz(w, Ny N A,) oraz g(w) = dist ez (W, N)) + dist ez (w, Ny),
gdzie distyaz(w, A) = inf{|w — v|mae : v € A} dla A C R*, A = A. Wtedy odwzorowania f i g sa
definiowalne w strukturze zbioréw semiliniowych. Rozwazmy na plaszczyZnie nastepujacy zbiér
A={(f(w),g(w)) € R?:we A}

Wobec definiowalnoéci i ciaglosci funkcji f i g, A jest zwartym podzbiorem R?, definiowalnym w struk-
turze zbioréw semiliniowych i dla dowolnego (Z,y) € A, jesli T > 0, to ¥ > 0. Istnieje wiec stata C > 0
taka, ze
Ac{(@y) eR*:y>C 7}
Stad dla dowolnego w € A, zachodzi nieré6wnosé
C - distmaz(w, Ny N D) < distar(w, Ay) + dist ez (w, Ny).
O

Whniosek 1.3.11. Jesli K jest kompleksem symplicjalnym w R™, to skladowe spdjne wielo$cianu | K|
sq zbiorami quasi-wypuklyma.



ROZDZIAY. 2

Odwzorowania stabo lipschitzowskie

2.1. Pojecie stabej lipschitzowo$ci odwzorowania

W niniejszym rozdziale wprowadzamy pojecie stabej lipschitzowosci odwzorowania na stratyfikacji
jego dziedziny. Odwzorowanie stabo lipschitzowskie zachowuje sie na styku dwoch ptatéw podobnie do
odwzorowania Lipschitza - jesli rozwazamy sieczne laczace punkty wykresu odwzorowania nad wyzej
wymiarowym platem z punktami wykresu odwzorowania nad nizej wymiarowym platem, to sieczne te
sa lokalnie silnie odseparowane od ,pionowej” osi przyjetego uktadu wspétrzednych. Ponizej podajemy
pelna definicje tego pojecia.

Definicja 2.1.1. Niech A bedzie podzbiorem R", za§ X4 bedzie stratyfikacja klasy C¢ zbioru A.
Rozwazmy odwzorowanie f : A — R™. Powiemy, ze f jest odzworowaniem stabo lipschitzowskim klasy
C? na stratyfikacji X 4, jezeli dla dowolnego plata I' € X 4 restrykcja f|r jest odwzorowaniem klasy C? i
para (f,X4) spelnia jeden z nastepujacych réwnowaznych warunkéw:

a) dla dowolnych platéw A,I' € X4 takich, ze I' ¢ A\ A i dla dowolnego punktu a € T, jedli
{a,}ven C T, {b,}ven C A sa dowolnymi ciagami, wéwczas

ay, by —a (v— +o0) = limsupw

< +o0.
v——+00 |au - bu|

b) dla dowolnego plata I' € X4 oraz dla dowolnego a € T istnieje otwarte otoczenie U, punktu a
takie, ze nastepujace odwzorowanie

[f(x) = fy)]

V5 (CNUD) X (ANT) N 3 () — =

eR

jest ograniczone.

c) dla dowolnych ptatéw A,T' € X4 takich, ze I' C A\ A oraz dla dowolnego a € T' istnieje otwarte
otoczenie U, punktu a takie, ze nastepujace odwzorowanie

[f(z) = f(y)]

Y:(TNU,) x (ANU,) 3 (x,y) — z — vy

eR

jest ograniczone.

d) dla dowolnych platéw A, T € Xgrapns(X4) takich, ze T C A\ A oraz dla dowolnego x € T, jesli
{z,}ven CT, {y,}ren C A sa ciagami zbieznymi do punktu z oraz jesli ciag siecznych {R(z, — y) oen
jest zbiezny w Pp,qpn—1, wowczas

d ( lim R(z, —y,), {0} x Rm) > 0.

v——+00

e) dla dowolnych platéw A, T € Xgrapns(Xa), I C A\ A oraz punktu z € T, jedli {z, }ven, {¥}ven
sa ciggami odpowiednio w I' i A, zbieznymi do punktu x oraz jesli ciag siecznych L, = R(x, —y,), v € N
jest zbiezny na P,,,_1 do podprzestrzeni

L= lim R(z, — ),

v——+00

wowezas LN ({0} x R™) = {0}.
Obserwacja 2.1.2. Warunki a)-e) w definicji 2.1.1 sqg réwnowazne.

DowOD. a) = ¢). Przypusémy, ze ¢) nie zachodzi. Wéwezas znajdziemy platy I', A € X4 takie, ze
I’ € A\ A, pewien punkt a € T'i zstepujacy ciag {U, },en otwartych otoczen punktu a oraz ciagi {a, },en,
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{b,}ven takie, ze a, € T NU,, b, € ANU, oraz
|f(av) = f(by)]

|au — bu| > v
Wobec zbieznosci a,, b, — a(v — +00) otrzymujemy sprzecznosé¢ z zalozeniem a).

Implikacje ¢) = a), b) = ¢) sa trywialne.

Aby udowodnié¢ implikacje ¢) = b), wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego ptata I" € X 4 oraz punktu
a €T zbiér st,(T) ={A €Xa: T CA\Aja€ A\ A} jest skoficzony.

a) < d) < e). Zauwazmy, ze mamy nastepujaca wzajemna odpowiednio§é miedzy X 4 i Xgrapnr(Xa):
dla A, T € Xgrapns(X4) takich, ze T € A\ Aidlaz € T oraz ciagéw {z,}ven C T, {yu}tven C A,
mamy I’ = graphf|r, A = graphf|a, x = (a, f(a)), z, = (ay, f(a,)) oraz y, = (b,, f(b,)) z pewnymi
I', A" € X4 takimi, ze IV C A’ \ A’ oraz a € I i ciagami {a, },en € IV, {b,},en € A'. Zatem wystarczy
zauwazy¢, ze

la, —b,| 1
d(R(z, —y,),{0} x R™) = = .
[(av, f(ay)) — (by, f(b))] \/ 1f(aw)—f(b)] 2
=

O

Uwaga 2.1.3. Odwzorowania stabo lipschitzowskie zostaly po raz pierwszy wprowadzone przez
J.-L. Verdiera jako fonctions rugueuses (zob. [Ver| 4.1). W niniejszej rozprawie jednak ze wzgledu na
odmienne zastosowania tych odwzorowan oraz ich korelacje z odwzorowaniami Lipschitza, bedziemy
postugiwaé sie nazwa ,,odwzorowania stabo lipschitzowskie”.

2.2. Podstawowe wlasnosci i przyklady

Podamy teraz kilka faktéw Swiadczacych o tym, ze staba lipschitzowskos$é jest rzeczywiscie pewnym
uogélnieniem warunku Lipschitza.

Obserwacja 2.2.1. Niech A C R" bedzie dowolnym zbiorem, f : A — R™ bedzie odwzorowa-
niem lokalnie lipschitzowskim i zaldzmy, ze zbior A posiada stratyfikacje X4 klasy C? o tej wlasnosci,
ze dla dowolnych platéw T' € X4 restrykcja flr jest odwzorowaniem klasy CY. Wowczas [ jest stabo
lipschitzowskie klasy C? na stratyfikacji X 4.

DowOD. Trywialny. O

W szczegdlnosci w strukturach o-minimalnych, w ktérych zachodzi twierdzienie o rozktadzie komor-
kowym klasy C? mamy nastepujacy

Whniosek 2.2.2. Niech A C R" bedzie zbiorem definiowalnym. Wtedy dla dowolnego definiowalnego
odwzorowania f : A — R™ lokalnie lipschitzowskiego, istnieje definiowalna stratyfikacja X4 klasy C1?
zbioru A taka, Ze f jest odwzorowaniem stabo lipschitzowskim klasy C? na X 4.

Dalsze przyktady pokazuja jednak, ze staba lipschitzowo$¢ jest zdecydowanie stabsza wlasnoscia od
lokalnej lipschitzowosci, takze w przypadku definiowalnym.
Przyklad 2.2.3. Niech A C R?, A= AUT; Ul oraz X4 = {A, 1,12}, gdzie
A={(z,y) eR?:2 € (0,1),532° <y <z’}), T1={(z,y) eR*:2€(0,1),y=32"}, T2={(0,0)}.
Rozwazmy odwzorowanie
fiAS (2y) — (z,Vy) €R™
Wéwezas f nie jest odwzorowaniem Lipschitza w zadnym otoczeniu punktu (0, 0), gdyz norma pochodnej

czastkowej agzlj‘\ (z,y) = (O, ﬁ) jest nieograniczona. Pomimo to f jest odwzorowaniem stabo lipschitz-

owskim kl. C'? na X4, bowiem f jest lokalnie lipschitzowskie na zbiorze A\ {(0,0)} i dla dowolnego
punktu (z,y) € A\ {(0,0)}

=
—~
B
=
|
&H
—~

0.0 _ |2ty _ [22® _ 5

) _ < “ro<
(2, y) — (0,0)] 22 + 32 22
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Przyklad 2.2.4. Niech A = {(z,y) € R? : y > 0}, T = {(z,y) e R? : y =0}, A = AUT.
Rozwazmy odwzorowanie f : A — R okreslone nastepujaca formula

2
z2 2 2 9
f($7y): (yﬁiy> 9 O<I <ya

0, 22>y >0.

Woéwezas f jest stabo lipschitzowskie kl. C' na {A,T'}. Istotnie, f jest odwzorowaniem kl. C* na
A\ {(0,0)}, zatem jest w szczegblnosci lokalnym odwzorowaniem Lipschitza na zbiorze A \ {(0,0)}.
Ponadto jesli (z,y) € A, (2/,0) € T oraz f(z,y) # 0, woéwczas

2 2
I B () B Gk ) M
[(z,y) — (2/,0)] x—2)2+y> Y .

Z drugiej strony f nie moze by¢ odwzorowaniem Lipschitza w zadnym otoczeniu punktu (0, 0), bowiem
9
OfIa [ y2 y
dr \ 3’

Omoéwimy teraz kilka elementarnych wlasnosci odwzorowan stabo lipschitzowskich, ktore odegraja
wazna role w dowodzie twierdzenia 3.2.1 oraz twierdzenia 6.2.2.

8 1

= —— %—‘—OO’
3V3\

gdy Yy — 0.

Obserwacja 2.2.5. Jesli A C R", zas Xz jest stratyfikacjqg klasy C? zbioru A i f : A — R™ jest
stabo lipschitzowskie na X 4 klasy CY, to f jest ciggle na zbiorze A.

DowOD. Zatézmy, ze istnieja ptaty A, I' € X4, I' € A\ A, punkt a € I oraz ciag {bu},en C A,
zbiezny do punktu a i taki, ze f(b,) — ¢ (v — +00), gdzie ¢ # f(a). Bez szkody dla ogdlnosci mozemy
zalozyé, ze ciag siecznych L, = R((a, f(a)) — (by, f(by))), v € N jest zbiezny do pewnej podprzestrzeni
L € Ppyn_1. Wtedy L C {0} x R(c — f(a)) C {0} x R™, co daje sprzeczno$¢ z zalozeniem slabej
lipschitzowosci odwzorowania f (zob. definicja 2.1.1 e)). O

Obserwacja 2.2.6. Niech A C R", f : A — R"™ bedzie odwzorowaniem stabo lipschitzowskim
klasy C9 na pewnej C? stratyfikacji X4 zbioru A. Niech B bedzie dowolnym podzbiorem A. Wiwczas
dla dowolnej C1 stratyfikacji Xp zbioru B, zgodnej ze stratyfikacjg X4, odwozorwanie f|p jest stabo
lipschitzowskie klasy C? na Xp.

Dowo6D. Drzieki zgodnosci stratyfikacji Xp ze stratyfikacja X4 otrzymujemy, ze f|r jest klasy C?
dla T’ € Xp. Warunek a) z definicji 2.1.1 przenosi si¢ w sposéb trywialny na stratyfikacje Xpg.
d

Obserwacja 2.2.7. Niech f : A — RP bedzie odwzorowaniem stabo lipschitzowskim klasy C? na C1
stratyfikacji X o zbioru A C R™ i niech g : B — R" bedzie odwzorowaniem stabo lipschitzowskim klasy
C? na pewnej CY stratyfikacji Xp zbioru B C RP. Zalézmy, zZe obraz poprzez odwzorowanie f dowolnego
plata z X 4 jest zawarty w pewnym placie stratyfikacji X (w szczegdlnosci f(A) C B). Wéwczas zlozenie
go f:A— R" jest stabo lipschitzowskie klasy C? na X 4.

Dowo6D. Dla dowolnego plata I' € X 4 zlozenie go f|r jest odwzorowaniem klasy C?. Niech A, T’ € X4
beda takimi ptatami, ze ' C A\A. Ustalmy a € T' i wybierzmy ciagi {a, },en C T, {b, }oen C A zbiezne do
punktu a. Z ciggloéci odwzorowania f (por. obserwacja 2.2.5) wynikaja zbieznosci f(a,), f(b,) — f(a)
dla ¥ — +4o00. Ponadto

lgo flay) —go f(b))]

lgo flay) —go f(b,)] . |f(ay) = f(b,)] <

lim sup = lim sup

past Y ST @) el el
: lgo flay) —go f(b)| . |f(an) — f(b)]
QS V% O et S T o

O

Uwaga 2.2.8. Zauwazmy, ze ostatnia obserwacja okresla nowa kategorie zbioréw z C? stratyfikacja-
mi jako obiektami i odwzorowaniami stabo lipschitzowskimi klasy C? jako morfizmami w tej kategorii.
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Obserwacja 2.2.9. Niech f: A — R™ ig: A — RP bedqg odwzorowaniami stabo lipschitzowskimsi
klasy CY na CY stratyfikacji X4 zbioru A C R™. Wéwczas zestawienie

(f,9): A3z +— (f(2),9(x)) € R x RP

jest odwzorowaniem stabo lipschitzowskim klasy C? na stratyfikacji X 4.

DowOD. Wystarczy zauwazyé, ze dla dowolnych punktéw z,y € A, x # y zachodzi nieréwno$é

(/@) 9(2)) = (F (). 9| _ /(@) = FWl | l9(=) = g(w)l
oyl T eyl o=yl

O

Obserwacja 2.2.10. Niech f: A — R™ i g: B — RP bedg odwzorowaniami stabo lipschitzowski-
mi klasy C? odpowiednio na CY? stratyfikacjach X4, Xp zbioréw A C R™, B C R®. Wéwczas odwzorowanie

(f.9) : Ax B> (¢,2") — (f(¢),9(2")) e R™ x RP
jest stabo lipschitzowskie kl. C1 na C? stratyfikacji Xaxp = {N x A" : N € X4,AN" € X} zbioru AX B.

DowOD. Zauwazmy, ze teza wynika tatwo z nastepujacych obserwacji. Niech A € X445, ' € XaxB
beda takie, ze T' C A\ A. Wtedy A = A’ x A, T =T" x I'"' z pewnymi A", T” € X4, A", T" € Xp, gdzie
I"c N, T" c A7\ A" albo I" ¢ A\ A/, T” C A”. Wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnych punktéw
(', 2"y el (v,y") € A

-jedlia’ =y, to I” = A oraz I C A\ A” (sytuacja 2" = y" jest analogiczna). Wtedy z” # y” i

zachodzi nier6wnosé
(f(2), 9(y")) = (F("), 9("))| _ l9(«") —g(y")|
|(x/7x//) _ (y/,y//)‘ |x// _ I/|
-jesli o’ £y, 2" #y", to zachodzi nieréwnosé
), 0 = 6o D] [l = F6E
] 2’ — ¢/ 2

|(1‘l,l‘//) - (y/a Yy

g(@”) —g(y”)|?
|JU” _ y//|2

O

Definicja 2.2.11. Jezeli A C R", za$ f : A — R™ jest zanurzeniem homeomorficznym, wéwczas
dla dowolnej C? stratyfikacji X 4 zbioru A takiej, ze f|r jest zanurzeniem klasy C'? dla dowolnego I" € X 4,
otrzymujemy naturalng C? stratyfikacje obrazu f(A)

fXa={f(): Texi)

W naturalny sposéb pojawia sie wiec pojecie odwzorowania stabo bi-lipschitzowskiego na ustalonej
stratyfikacji. Mianowicie,

Definicja 2.2.12. Niech A C R" bedzie dowolym zbiorem oraz f : A — R™ dowolnym zanurze-
niem homeomorficznym. Niech X4 bedzie C? stratyfikacja zbioru A taka, ze f|r jest zanurzeniem kl.
C? dla dowolnego I' € X 4. Powiemy, ze odwzorowanie f jest slabo bi-lipschitzowskie klasy C? na X4,
jezeli f jest stabo lipschitzowskie klasy C'9 na stratyfikacji X4 oraz f=1: f(A) — A (C R™) jest stabo
lipschitzowskie klasy C'? na stratyfikacji fX 4.

Na zakoniczenie tego rozdzialu zauwazmy, ze przy badaniu stabej lipschitzowosci odwzorowania od-
wrotnego mozemy postugiwaé sie nastepujacym réwnowaznym warunkiem a’).

Obserwacja 2.2.13. Niech A C R"™ bedzie dowolnym podzbiorem i niech X 4 bedzie stratyfikacjg
zbioru A klasy C9. Rozwazmy zanurzenie homeomorficzne f : A — R™ takie, ze dla dowolnego plata
[ € X4 restrykcja f|r jest zanurzeniem klasy C1. Wéwczas odwzorowanie f~1 : f(A) — A C R" jest
stabo lipschitzowskie klasy C'? na stratyfikacji fX a4 wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nastepujocy warunek

a’) dla dowolnych platéw T', A € X 4 takich, Ze T C A\ A oraz dla dowolnie ustalonego punktu a € T,
jezeli {ay }ven, {bv}ven s¢ ciggami punktéw odpowiednio w T i A, wtedy

ay,by —a (v — +o0) = 1iminfM

> 0.
v——400 |a1/ — bu'

Dow6D. Wynika wprost z definicji 2.1.1 a). O
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ROZDZIAY. 3

Klasa W/.L warunkéw regularnosci

Niniejszy rodzial jest poswiecony omowieniu pewnej wyrdznionej klasy warunkéw, ktore sa w pewien
sposob niezmienicze wzgledem homeomorfizméw definiowalnych, lokalnie lipschitzowskich i stabo bi-
lipschitzowskich (stad tez pochodzi nazwa klasy WL, z ang. weakly Lipschitz). W rozdzialach 7 i 8
pokazemy, ze do tej klasy naleza w szczegdlnosci warunek Whitneya (B) oraz warunek Verdiera.

3.1. Warunki typu WL

Niech Q bedzie warunkiem pary (A,T) w punkcie z € T, gdzie A,T' C R™ sa podrozmaitosciami
klasy C?71i T C A\ A. Takie warunki bedziemy nazywaé warunkami regularnosci lub krétko warunkami.

Definicja 3.1.1. Méwimy, ze warunek Q jest lokalny, jezeli dla dowolnego otwartego otoczenia U
punktu z € I" para (A,T') spelnia warunek Q w x wtedy i tylko wtedy, gdy para (AN U,I'NU) spelnia
warunek Q w punkcie x.

Od tej chwili rozwazaé bedziemy wylacznie warunki lokalne. Wprowadzamy nastepujaca notacje:
WE2(A, T, x) = para (A,T") spelnia warunek Q w punkcie z € T.
WE(A,T) = dla dowolnego punktu = € I' zachodzi W<(A, T, ).
~ WS2(A, T, x) = zaprzeczenie W2(A, T, z).

Definicja 3.1.2. Méwimy, ze warunek Q jest definiowalny, jezeli dla dowolnej pary definiowalnych
C? podrozmaitosci I', A C R™ takich, ze I' C A\ A, zbiér
{zxel: WSAT,z)}

jest definiowalny.

Definicja 3.1.3. Powiemy, ze warunek Q jest generyczny, jezeli dla dowolnej pary definiowalnych
podrozmaitosci A, I' C R™ klasy C? takich, ze T' C A\ A, zbiér

{rel: ~W2AT, )}
jest nigdziegesty w .

W naturalny sposéb otrzymujemy pojecie stratyfikacji z warunkiem Q.

Definicja 3.1.4. Niech A C R™ bedzie dowolnym zbiorem i X4 bedzie C? stratyfikacja zbioru A.
Niech Q bedzie ustalonym warunkiem regularnosci. Méwimy, ze X4 jest stratyfikacjq z warunkiem Q
(lub Q - stratyfikacjq), jezeli dla dowolnych ptatéw A, I' C X4 takich, ze I' C A\ A, zachodzi W2(A,T).

Uwaga 3.1.5. Zauwazmy, ze jesli Q jest definiowalnym i generycznym warunkiem regularnosci,
woéwezas dla dowolnych dwoch definiowalnych C? podrozmaitosci A, T' C R™ takich, ze ' C A\ A oraz
dim T = 0, zachodzi W< (A, T).

Twierdzenie 3.1.6. (Lojasiewicz-Stasica-Wachta) Niech Q bedzie definiowalnym i generycznym
warunkiem regularnoéci i niech r € N. Wowczas dla dowolnej skoriczonej rodziny {A;};.; podzbiorow
definiowalnych w R™ istnieje definiowalna C? stratyfikacja Xgrn przestrzeni R™ z warunkiem Q, ktora
jest zgodna z rodzing {A;};c;-

Dowo6D. Schemat dowodu przy pomocy indukcji zstepujacej, wykorzystujacy generyczno$é i defi-
niowalno$¢é warunku, zostal podany w pracy [ESW] Proposition 2 dla przypadku subanalitycznego i
przenosi sie¢ bez zmian na przypadek definiowalny.

O
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Whniosek 3.1.7. Niech Q bedzie definiowalnym i generycznym warunkiem reqularnosci. Jezeli X 4
jest definiowalng C? stratyfikacjq definiowalnego zbioru A C R™, wéwczas istnieje definiowalna CY stra-
tyfikacja %% zbioru A z warunkiem Q zgodna ze stratyfikacjg X4 i taka, Ze

{IMex§: dimI'=dimA}={T€X4: dimI =dimA}.

DowOD. Zauwazmy, ze korzystajac z twierdzenia 3.1.6, w procesie ,poprawiania” danej stratyfika-
cji definiowalnej X4 do stratyfikacji X% z warunkiem Q przy pomocy indukcji zstepujacej, wystarczy
dokona¢ rozdrobnieni (substratyfikacji) tylko tych platéow stratyfikacji X4, ktérych wymiar jest mniejszy
niz wymiar zbioru A. O

Definicja 3.1.8. Powiemy, ze warunek Q jest niezmienniczy wzgledem dyfeomorfizmow klasy C¢
(lub C? niezmienniczy), jezeli dla dowolnych otwartych podzbioréw U, W C R™ oraz C'? dyfeomorfizmu
¢ : U — W i dla dowolnych C? podrozmaitosci A,I" C U takich, ze T' C A\ A oraz dla dowolnego
punktu xz € T’

WEAT,2) = Ws(A),6(I), ¢(x)).

Obszar rozwazan zawezamy odtad do warunkow definiowalnych, generycznych i niezmienniczych
wzgledem definiowalnych C'? dyfeomorfizméw. Warunki regularnoéci nalezace do klasy WL posiadaja
jeszcze dwie dodatkowe cechy.

Definicja 3.1.9. Powiemy, ze warunek Q ma wiasnosé rzutowania wzgledem odwzorowan stabo
lipschitzowskich klasy C?, jezeli dla dowolnego zbioru A C R"™ oraz odwzorowania f : A — R™ stabo
lipschitzowskiego klasy C'? na C? stratyfikacji X 4 zbioru A, zachodzi nastepujaca implikacja

Xgraph f (X4) jest Q - stratyfikacja == X4 jest Q - stratyfikacja.
Czasami wygodniej bedzie korzysta¢ z nastepujacej réwnowaznej definicji wlasnoéci rzutowania:

Niech 7 : R” x R™ — R"™ oraz m : R" x R™ — R™ beda naturalnymi projekcjami. Powiemy,
ze warunek Q ma wlasnoéé¢ rzutowania wzgledem odwzorowan stabo lipschitzowskich klasy C9; jezeli
dla dowolnego zbioru E C R™ x R™ oraz C1? stratyfikacji Xg zbioru E takich, ze mi|g : E — R™ jest
zanurzeniem homeomorficznym oraz mi|p : ' — R jest zanurzeniem kl. C'? dla dowolnego I' € Xg i
odwzorowanie 7| go (7| E)_l jest stabo lipschitzowskie kl. C'? na stratyfikacji m X g, zachodzi nastepujgca
implikacja :

Xg jest Q - stratyfikacja =— mXpg jest Q - stratyfikacja.

Uwaga 3.1.10. Na mocy obserwacji 2.2.7 oraz 2.2.9 wlasnos¢ stabej lipschitzowoéci klasy C? odwzo-
. —1 .. . , . ;. T . , .
rowania ma|g o (m1|g)” " na stratyfikacji m X g jest réwnowazna wlasnosci stabej bi-lipschitzowosci klasy
C? odwzorowania 71 |g na stratyfikacji Xg.

Nastepujaca obserwacja jest prosta konsekwencja powyzszych definicji.

Obserwacja 3.1.11. Niech Q bedzie warunkiem regularnosci majgcym wlasnosé rzutowania wzgle-
dem odwzorowari stabo lipschitzowskich klasy C?. Niech A C R™ bedzie dowolnym zbiorem, f: A — R™
bedzie odwzorowaniem stabo lipschitzowskim klasy C1 na CY9 stratyfikacji X4 zbioru A. Wéwczas dla
dowolnych C9 podrozmaitosci T, A C graphf takich, Ze T C A\ A, dimT < dim A’ oraz rodzina {A,T'}
jest zgodna ze stratyfikacia Xgraphf(Xa), zachodzi implikacja

WA T) = WS2m(A), (),

gdzie ™ : R™ x R™ — R" jest naturalnym rzutowaniem.

Druga istotna cecha warunkéw typu WL jest wlasnoé¢ podniesienia wzgledem odwzorowan lokalnie
lipschitzowskich.

Definicja 3.1.12. Powiemy, ze warunek Q ma wiasnos$¢ podniesienia wzgledem odwzorowari lokalnie
lipschitzowskich klasy C?, jezeli dla dowolnych dwoch C? podrozmaitosci A,I' C R™ takich, ze ' C A\ A
oraz dla dowolnego odwzorowania f : A UI' — R™ lokalnie lipschitzowskiego i takiego, ze restrykcje

1Zakladamy dim T < dim A, aby rodzina {A, I'} byta stratyfikacja zbioru AUT'. W przypadku definiowalnym nieréwnosé
ta wynika z inkluzji T C A\ A.
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fla, Jlr sa odwzorowaniami klasy C'? i dla dowolnej pary C? podrozmaitosci M, N C AUT takich, ze
N C M\ M irodzina {M, N} jest zgodna z {A, '}, zachodzi implikacja

WE(M,N), WS(graphf|,graphflr) = W<(graphf|u,graphf|y).

Réwnowaznie, jesli 1 : R™ x R™ — R” oraz my : R™ x R™ — R s3 naturalnymi rzutowaniami,
wowczas warunek Q ma wlasnosé podniesienia wzgledem odwzorowan lokalnie lipschitzowskich klasy C'9,
jezeli dla dowolnych dwéch C? podrozmaitoéci A,I' C R™ x R™ takich, ze I' C A\ A oraz odwzorowanie
71| aur jest zanurzeniem homeomorficznym, restrykcje |, 71 |r sa zanurzeniami klasy C? i odwzrowanie
Tolaur o (mifaur) s w1 (A) U (T') — R™ jest lokalnie lipschitzowskie, zachodzi nastepujaca implikacja

dla dowolnych C? podrozmaitoéci M, N C R™ takich, ze N C M \ M zachodzi
i) WS(M,N), WA, T), M Cm(A), NCm(l), = W(MxR™)NA,(NxR™)NT)
ii) WE(M,N), M,N C m(A) = W2(M xR™)NA,(NxR™) NA)
iii) WS(M,N), M,N Cc m([) = WS(M xR™)NT,(N xR™)NT).

Uwaga 3.1.13. Jezeli warunek Q jest niezmienniczy wzgledem dyfeomorfizméw klasy C4, wowczas
implikacje i) oraz iii) zachodza trywialnie.

Majac powyzsze wlasnosci, mozemy juz zdefiniowa¢ szukana klase warunkéw typu WL.

Definicja 3.1.14. Powiemy, ze warunek regularnosci Q jest warunkiem typu WL klasy C? (lub WL
warunkiem klasy C?), jezeli jest on
- definiowalny ;
- generyczny ;
- niezmienniczy wzgledem C? dyfeomorfizméw ;
- ma wlasno$¢ rzutowania wzgledem odwzorowan stabo lipschitzowskich klasy C? ;
- ma wlasno$¢ podniesienia wzgledem odwzorowan lokalnie lipschitzowskich klasy C'7.

3.2. Twierdzenie o niezmienniczos$ci w klasie WL

Celem tego rozdziatu jest pokazanie, ze warunek regularnosci typu WL moze by¢ przenoszony poprzez
definiowalny homeomorfizm lokalnie lipschitzowski, stabo bi-lipschitzowski, o ile zostanie dokonane odpo-
wiednie rozdrobnienie stratyfikacji dziedziny. Istotna role (z punktu widzenia dowodu twierdzenia 5.2.2)
odgrywa fakt, iz to rozdrobnienie nie obejmuje platéw najwyzszego wymiaru wyjsciowej stratyfikacji
dziedziny.

Twierdzenie 3.2.1. (Niezmienniczo$¢ klasy WL wzgledem definiowalnych homeomorfizmdw lokal-
nie lipschitzowskich, slabo bi-lipschitzowskich) Niech Q bedzie WL warunkiem klasy C?. Rozwazmy
definiowalny zbior B C R™ oraz definiowalne zanurzenie homeomorficzne f : B — R™, sltabo bi-
lipschitzowskie klasy C'? na pewnej definiowalnej C? stratyfikacji Xp zbioru B. Zaldzmy ponadto, Ze dla
kazdej pary ptatéw A, T € Xp takich, ze T C A\ A, restrykcja f|aur jest lokalnie lipschitzowska.

Wowczas istnieje definiowalna C? stratyfikacja X'y zbioru B, zgodna ze stratyfikacjg Xp i taka, Ze

{TeXp: dml=dimB}={I"€Xy: dimI'=dimB}
oraz warunek Q jest niezmienniczy wzgledem pary (f, X'z) w nastepujgcym sensie:

jesli M, N C B sq definiowalnymi podrozmaitosciami R™ klasy CY takimi, 2e N C M \ M i rodzina
{M,N} jest zgodna z X'z, wowczas

WO(M,N) = WO(f(M), f(N)).

Dowo6bp. Niech 71 : R® x R™ — R” oraz w3 : R® x R™ — R™ beda naturalnymi rzutowaniami.
Rozwazmy wykres graphf C R™ x R™ oraz jego definiowalna stratyfikacje klasy C?

Xgraphf(XB) = {graphflr: T € Xp}.

Q

graphf(:{B) z warunkiem Q zbioru

Na mocy twierdzenia 3.1.7 znajdujemy definiowalng C? stratyfikacje X
graphf, ktéra jest zgodna ze stratyfikacja Xgrapns(Xp) oraz

{1“’ € x<

2 p(®p): dimI = dimB} — (T € Xyrapns(Xp): dimD = dim B}.
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Pokazemy, ze rodzina

X = {m(A) CAe xg%aphf(aeg)}

spelnia warunki tezy. Zauwazmy najpierw, ze X5 jest istotnie definiowalng C? stratyfikacja zbioru B,
zgodna z Xp i taka, ze
{T€eXp: diml =dim B} ={A € X3 : dimA = dim B}.

gnaphf(fB) z Xgraphy(Xp) oraz z tego, iz

rzutowanie m1|graph s jest definiowalnym homeomorfizmem na zbiér B i definiowalnym zanurzeniem klasy
C? w restrykcji do kazdego plata stratyfikacji Xgrapns(XB)-

Fakt ten wynika bezposrednio ze zgodnosci stratyfikacji X

Zauwazmy teraz, ze dla dowolnych dwéch platéw A,T' € X5 takich, ze T’ C A\ A, odwzorowanie
flaur jest nadal odwzorowaniem lokalnie lipschitzowskim, co zachodzi dzi¢ki zgodnosci Xz z Xp.

Réwniez dzigki zgodnodci stratyfikacji X5 ze stratyfikacja Xp otrzymujemy zgodnosé stratyfikacji
fX5 z fXp. Zatem na mocy obserwacji 2.2.6 odwzorowanie f jest slabo bi-lipschitzowskie klasy C'? na
stratyfikacji X'5.

Rozwazmy teraz pare definiowalnych podrozmaitoéci M, N C B klasy C? takich, ze N ¢ M \ M
i rodzina {M, N} jest zgodna ze stratyfikacja X5. Zalézmy ponadto, ze zachodzi W< (M, N). Wéwezas
nalezy rozwazy¢ dwa przypadki:

I. Istnieje plat A € X5 taki, ze M, N C A. W tej sytuacji, poniewaz f|s jest definiowalnym dyfe-
omorfizmem klasy C? na f(A), zatem dzieki niezmienniczos$ci warunku Q wzgledem definiowalnych C'?
dyfeomorfizméw musi zachodzié W2 (f(M), f(N)).

I1. Istnieje para platéw A, T € X'y taka, ze N C I, M C A. Wéwcezas musi byé I' C A\ A i restryk-
cja f|aur jest nadal odwzorowaniem lokalnie lipschitzowskim. Na mocy konstrukeji .’fﬁ aph f(% B) mamy
WL (graphf|a, graphf|r). Wobec whasnosci podniesienia warunku Q wzgledem odwzorowan lokalnie lip-

schitzowskich musi wiec zachodzié
W (graphf|ar, graphf|n)-
Z drugiej strony wykazaliémy wezeéniej, ze odwzorowanie f =1 : f(B) — B C R™ jest definiowalnym

zanurzeniem homeomorficznym, stabo lipschitzowskim klasy C'? na stratyfikacji { f(A), f(T')}. Zauwazmy
ponadto, ze
graphf = yan = ¢ (graphfla) ., graphf' sy = é (graphf|n),
gdzie
¢:R"xR™ > (z,y) — (y,x) e R x R"

jest liniowa zmiana ukladu wspétrzednych. Zatem wykresy odwzorowan f|ys oraz f! F(m), a takze
odwzorowan f|x oraz f~1| F(N)» sa tozsame jako podzbiory R™*™_ Dzicki wlasnoéci rzutowania warunku
Q wzgledem odwzorowan stabo lipschitzowskich (zastosowanej teraz do odwzorowania f~1) otrzymujemy

WE (ma(graphf|u), m2(graphf|n)).

Ale mo(graphf|a) = f(M), mo(graphf|n)) = f(IN), zatem otrzymaliémy dokladnie teze.
O

Whniosek 3.2.2. (z dowodu twierdzenia 3.2.1) Otrzymana w tezie stratyfikacja X'y zbioru B oraz
stratyfikacja fX'y sq takie Q - stratyfikacjami.
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ROZDZIAYL. 4

Twierdzenie Guillaume Valette o homeomorfizmie
bi-lipschitzowskim

4.1. Regularne rodziny hiperpowierzchni i homeomorfizmy bi-lipschitzowskie

Przypomnimy wybrane pojecia z pracy [Val] i twierdzenie o bi-lipschitzowskim, definiowalnym ho-
meomorfizmie, przeksztalcajacym nigdziegesty zbior definiowalny na zbiér o kierunku regularnym. Celem
tego rodzialtu jest rozwiniecie formuly indukcyjnej owego homeomorfizmu i wykonanie takiej definiowal-
nej CY stratyfikacji przestrzeni R™, na platach ktérej 6w homeomorfizm bedzie zanurzeniem klasy C9.
Stosujemy w tym rodziale w wiekszosci oryginalna notacje z pracy [Val].

Definicja 4.1.1. Jedli A € S”, to 7y : R™T! — Ny jest rzutowaniem ortogonalnym na podprze-
strzeh N prostopadla do wektora ), natomiast liczba ¢y jest wspétrzedna wektora ¢ € R"*!, réwnolegly
do X\. Wéwezas 7y = 7w, i dla dowolnego ¢ € R mamy przedstawienie ¢ = 7 (q) + g - \.

Definicja 4.1.2. Niech \ € S" za$ A’, A beda ustalonymi podzbiorami R**! oraz A’ C N). Roz-
wazmy funkcje £ : A — R. Powiemy, ze zbiér A jest wykresem funkcji & wzgledem wektora A, jezeli

A={geR"™| m(q) € A’ oraz gr = &(ma(g))}-

Definicja 4.1.3. Niech H C R"™!. Zalézmy, ze H jest wykresem pewnej funkcji £ : Ny — R
wzgledem ustalonego wektora jednostowego A\ € S™. Wowczas podwykresem zbioru H wzgledem wektora
A nazywamy zbidr

EH ) ={qeR"": q\ <&(ma(q)}-

Definicja 4.1.4. Regularng rodzing hiperpowierzchni w R**! nazywaé bedziemy skohczong rodzine
H = {(Hg; M) }k=1,...p, gdzie b € N, zlozona z definiowalnych podzbioréw Hj, C R"*! oraz wektoréw
A € S™ k=1,...,b o wlasnosciach takich, ze dla wszystkich k = 1,...,b — 1 zachodza zwiazki:

(1) Zbiory Hy, Hy4+1 sa odpowiednio wykresami wzgledem wektora Ay dwéch funkeji lipschitzowskich
&k, &, 1 ponadto w ukladzie wspélrzednych Ny, @ RAy, zachodzi nieré6wnosé &, < ..

(1) E(Hit1; Ak) = E(Hit1; Akg1)-
Definicja 4.1.5. Niech A bedzie definiowalnym podzbiorem R"*! o pustym wnetrzu. Méwimy, ze
b

regularna rodzina hiperpowierzchni H = {(Hy, Ag) }k=1,...» jest zgodna ze zbiorem A, jezeli A C |J Hy.
k=1

W roku 2005 Guilliaume Valette udowodnit nastepujace dwa twierdzenia

Twierdzenie 4.1.6. Dla dowolnego definiowalnego zbioru A C R™! o pustym wnetrzu istnieje
reqularna rodzina hiperpowierzchni w R™1, zgodna ze zbiorem A.

DowoéD. Zob. [Val], Proposition 3.10. O

Twierdzenie 4.1.7. Niech A C R" bedzie podzbiorem definiowalnym o pustym wnetrzu. Wowczas
istnieje definiowalny, bi-lipschitzowski homeomorfizm h : R™ — R™ o tej wlasnodci, ze zbidr h(A) posiada
kierunek regularny e, = (0, ...,0,1).

DowOD. Przypomnimy zarys dowodu Propozycji 3.13, [Val], gdyz w dalszym ciagu bedziemy sie
odwolywaé do niektérych jego fragmentéw. Stosujemy najpierw twierdzenie 4.1.6, znajdujac regularng
rodzine hiperpowierzchni H = {(Hy, Ax)}x=1,..» zgodna ze zbiorem A. Na bazie tej rodziny okreslamy
w sposob indukcyjny szukany homeomorfizm h:R" — R™ w ten sposob, aby dla dowolnego k =1,...;b

17



(50) 1) ?L(Hk) = Fy, gdzie F}, jest wykresem funkcji lipschitzowskiej n;, : R* ™! — R wzgledem e,

Ponizej przedstawiamy formute indukcyjng homeomorfizmu b
Dla k = 1 niech ¢ : R® — R™ bedzie izometria liniowa taka, ze ¢(Ny,) = R"1 x {0} oraz

d(A1) = en. Wtedy

(31) hlEH, ) = OlEE )
Dla k=1,...,b—1rozwazmy q € E(Hp11, A\g+1) \ E(Hg, A\r). Woéwcezas

q=u+&(u) A+ 7 (§(u) — &(u) A

z jedynym punktem u € Ny, oraz 7 € (0, 1]. Wtedy

(32) h(g) := h(u+ &k (w) - M) + 7 (6() = & () - en.

Dodatkowo dla ¢ € R™ \ E(Hp, A\p) mamy reprezentacje ¢ = u + &(u) - Ap + 7 - Ap z jedynym punktem
u € Ny, oraz 7 € (0, +00). Definiujemy

(32) h(q) = h(u+ &(u) - o) + 7 - en.

W dowodzie Proposition 3.13 [Val] podano takze formule indukcyjna na odwzorowania 7. Mianowicie,
gdy z€ R" toraz k=1,....,b — 1, wtedy

(33) Mht1(2) = m(2) + (€ — &) 0, 0 Wz + 1i(2) - en).
O

Uwaga 4.1.8. W oryginalnym dowodzie Proposition 3.13 [Val] znalazla sie niewielka literéwka.
Ot6z w pracy [Val] napisane jest, ze dla g € R} k=1,....0 — 1:
Mer1(q) = 1k © e, (q) + (§ — &) 0 7, 0 B (g5 © e, (4))-
Poniewaz w tym przypadku 7., (¢) = ¢, zatem w istocie

Me1(q) = e (q) + (€ — &) o ma, o h™ (@3 mk(a)),

ktéry to zapis jest réwnowazmy formule (§3).

_ Lemat 4.1.9. Niech A C R" bedzie podzbiorem definiowalnym o pustym wnetrzu i odwzorowante
h : R" — R"™ bedzie definiowalnym, bi-lipschitzowskim homeomorfizmem otrzymanym dla zbioru A

poprzez formuly (Fo) — (F3) w twierdzeniu 4.1.7. Istnieje wéwczas skoriczona rodzina definiowalnych,
bi-lipschitzowskich homeomorfizméw oy : Ny, — R"™1 k= 1,....b takich, ze

a) Vioi..p Yu€ Ny, B+ &lu) - Ax) = tok(u) + mi(Wor(2)) - €n
b) Yu € Ny, V1 € (—o0;0] h(u+ & (uw) - A1 4+ 7 A1) = Yor(w) + 1 (o1 (w)) - en + 7 - ep.
C) szl,m’bfl Yu € N,\k,T € (07 1] h(u + fk(U) A+ T (5,’6(u) — §k(u)) . )\k) =
= Yok () + ik (Yor(w)) - en + 7 (M1 (Yor(w)) — Mk (Vor () - en
d) Yu € Ny, V7 € (0,400) h(u+ & (u) - Ap + 7 - Ap) = Yop(u) + np(Yop(w)) - €n + 7T - €.
DowoOD. a) Niech k =1, ...,b. Z formuly (Fo) i) otrzymujemy, ze dla dowolnego u € Ny,
E(u +&k(u) - M) =z+n(2) - en
z pewnym z € R"~!. Poniewaz mgn-1|p, = (idgn-1,m;) "1, zatem mamy
z = (idgn—1,m6) " 0 hlm, o (idw, &) (w)
i definiujemy odwozorwanie 1 : Ny — R®~! w nastepujacy sposob:
(34) Yok = (idga-1, 1) " 0 by, o (idw, &)

Wtedy tor jest definiowalnym i bi-lipschitzowskim homeomorfizmem (jako zlozenie definiowalnych, bi-
lipschitzowskich homeomorfizméw) takim, ze dla k = 1,...,b, u € Ny, zachodzi

(35) To(u 4 € (u) - ) = Yor(w) + 0k (Yor(2)) - €n-
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b) Zauwazmy, ze z formuly (F1) wynika, iz dla dowolnego z € R"~! mamy
m(z) =& o0 (2).
Woéwczas dzigki (§1) oraz (§4) otrzymujemy 101 = ¢|n,, i dla dowolnych u € Ny,, 7 € (—00;0]
P+ & (u) - A +7 M) = dlu+E(u) - A +7- M)
= ¢(u) + & (u) - en + 7 en = o1 (u) + & 0 Yg; 0 thor(u) - en+ 7€
= Yo1(u) +mi(Yo1(w)) - €n + 7 - €.
¢) Na mocy (§3) i (54) dostajemy, iz dla dowolnego k =1,...,b — 1, 2 € R* L
(83" Mh1(2) = 1i(2) + (6 © Yoy (2) — & 0 Yy (2))-
Woéwezas dla k =1,...,b— 1 oraz u € Ny, 7 € (0,1] mamy
h(u+ & (u) - Ax + 7 (§(u) — &(w) - Ak) =

— T+ & (u) - )+ 7 - () — & (w)) - en
) ok () + 1k (o (1)) - en + 7 - (Eh(1) — Ex(w)) - en
)

&) Yok (w) + N (Yor(w)) - €n + 7+ (M1 (Yor (w)) — Nk (Yor(w))) - en.
d) Niech u € Ny,, 7 € (0, +00). Wtedy

w)
w)
B+ &) - Ao+ 7+ ) = hlu+E(u) - Ao) + 7+ e = on(u) +mo(on(w)) - en + 7 en.

Jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy postac L.

Whiosek 4.1.10. Przy zalozeniach takich, jak w lemacie 4.1.9 otrzymujemy, Ze
a) Vg=1,. p Vz € R*1 h=1(z + WE(Z) cen) = qpo’kl(z) + &0 ¢Ek1(z) - Ak
b) Vi=t,..p-1 V2 € R"L7 € (0,1] Az +mw(2) - en + 7 (t1(2) —m(2)) - €n) =

= i (2) 4 €0t () kb (s (2) i (2)) A 5
¢) V2 € R, 7€ (0,400) WLz m(z) - en + 7 en) = Ut (2) + & 0 Ut (2) - ho 4 7 Ao

d)Vz € R 7€ (=00,0] ANz 4 m(2) en+ T en) = 51! (2) + G0 (2) - M+ T A
Dysponujac powyzszymi obserwacjami mozemy juz udowodni¢ wzmocniong wersje twierdzenia 4.1.7.

Twierdzenie 4.1.11. Niech C C R™ bedzie zbiorem definiowalnym o pustym wnetrzu, D1, ..., D
bedq defintowalnymi podzbiorami C. Wéwczas istnieje h : R" — R"™ defintowalny, bi-lipschitzowski
homeomorfizm taki, ze wektor e, jest kierunkiem regularnym dla h(C) i ponadto istnieje C' definiowalna
CY stratyfikacja przestrzeni R"~1 i rodzina odwzorowarn my, : R"™1 — R, k = 1,...,b definiowalnych,

- b
lipschitzowskich takich, ze h(C) C |J nx oraz
k=1
a) dla dowolnego T’ € C’ restrykcja ni|r jest odwzorowaniem klasy C? dla k =1, ..., b,
b) rodzina C = {(ng,me+1)|lr : T €C'k=1,...b—1} U{(—oo,m)|r: T € C'} U{(mp, +00)|r: T €'}
U{nglr : T €C',k=1,...,b} jest definiowalng C? stratyfikacjq przestrzeni R™, zgodng ze zbiorem
h(C) oraz zbiorami h(Dj) dla j =1, ..., s,

¢) dla dowolnego A € C restrykcja E’1|A jest definiowalnym zanurzeniem klasy C9.

DowO6D. Na mocy twierdzenia 4.1.6 oraz 4.1.7 znajdujemy regularng rodzine hiperpowierzchni de-
finiowalnych H = {(Hg, A\g)}k=1,...p oraz zwigzane z nig odwzorowania definiowalne i lipschitzowskie

e : R*! — R, k = 1,...,b i definiowalny, bi-lipschitzowski homeomorfizm h:R* — R® taki, ze
b ~
C C | Hy 1zbiér h(C) ma kierunek regularny e,. Z wniosku 4.1.10 znamy jawna postaé¢ odwzorowania
k=1

h~l:R® — R". Jako stratyfikacje C' wystarczy wziaé definiowalng C'? stratyfikacj¢ podprzestrzeni

R™~!, zgodna ze zbiorami: {ng = Mer1}, {Mk < M1}, TRe—1 (R(C) N y), TRn—1 (R(D;) N) 1 taka, ze dla
dowolnego T" € C' odwzorowania nk|r, &k © 1/10_k1|p sg klasy CY? i wo_kl\p jest zanurzeniem klasy CY. O
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ROZDZIAY. 5

Twierdzenie o definiowalnej triangulacji lokalnie
lipschitzowskiej, stabo bi-lipschitzowskiej

5.1. Lematy przygotowawcze
Lemat 5.1.1. (O ,sklejaniu” odwzorowari lipschitzowskich) Niech A; C R™, i = 1,...,r bedq zbio-
rami domknietymsi, niech B = O A; bedzie zbiorem quasi-wypuklym. Niech f: B — R™ bedzie odwzo-
rowaniem takim, Ze dla dowolriglo i=1,..,r restrykcja f|a, jest odwzorowaniem Lipschitza. Wéwczas
f jest takze odwzorowaniem Lipschitza.

Dow6D. Niech z,y € B beda dowolnie wybranymi punktami, za$ C; bedzie stala Lipschitza odwzo-
rowania f|a,, 4 = 1,...,r. Dzieki quasi-wypuklodci B istnieje stala C' > 0 zalezna tylko od zbioru B oraz
tuk ciaglty A : [0,1] — B, kawalkami klasy C! taki, ze A(0) = x, A(1) = y oraz |[A\| < C - |z — y|. Bez
szkody ogdlnosci mozemy zalozyé, ze x € Ay. Przyjmijmy ¢y = 0. Niech teraz

ty =sup{t € [0,1]| 3t €[0,1]: ' <, A([t',t]) C A1}
Jezeli t; = 1, wtedy y = A(t1) € Aj, zatem na mocy zalozenia | f(z) — f(y)| < C1 - |z — y|. Zaldzmy wiec,
ze t1 < 1. Wtedy A(t1) € A1 NAj z pewnym j € {2,...,r} takim, ze A; \ Ay # (). Bez szkody ogdlnosci
mozemy przyjaé, ze j = 2. Definiujemy wéwczas
to = sup{t € [t1,1]| Ft' € [t1,1]: ' <, A([t',t]) C A1}
Jesli to = 1, wtedy
[f (@) = f(y)l = [f(A(to)) = F(A(E2))] < [f(A(to)) = F(A@))] + [F (A1) = F(A(E2))] <

Cl . |/\(t0) — /\(tl)‘ + CQ . |/\(t1) — /\(tg)‘ < HlaX{C1,CQ} . |)\| < C- HlaX{C1,CQ} . |.13 — y|

Jedli to < 1, wtedy A(t2) € Ao N Aj z pewnym j € {3,...,r} takim, ze A; \ (A1 U Az) # 0. Bez szkody
og6lnosci mozemy przyjaé, ze j = 3. Okreslamy wtedy

ty = sup{t € [ta, 1]| Ft' € [ta, 1] : ¢’ <, A([t',t]) C A3}

Po skoficzonej liczbie krokéw otrzymamy ciag punktéw 0 = tp < ¢ < o < ... < ¢, = 1 taki, ze dla
dowolnego ¢ = 0,1, ....,7 — 1 jest f(A(t:)), f(A(tit1)) € Aiy1. Wtedy

£(@)— 1) = [SOFOE) — FOEa)| < SIFOED) ~ S| € max (G} 37 M) — Alti)
=0 =0 i=0

r—1
< max {Ci} Y M| = max {Ci} - A < max{C1,...Cp} - O fa —yl.
ERRES) i—0 =1,...,r

O

r
Obserwacja 5.1.2. Niech Ay, ..., A, beda zwartymi i rozigeznymi podzbiorami R™, B = | A;. Niech
i=1
f: B — R™ bedzie odwzorowaniem takim, ze dla dowolnego i =1, ...,1 restrykcja f|a, jest odwzorowa-
niem Lipschitza. Wtedy f jest odwzorowaniem Lipschitza.

Dow6D. Wystarczy udowodnié teze dla r = 2. Niech C; oznacza stalg Lipschitza dla f|a,, 1 =1,2.
Niech z, y € Ay U Ay. Jedli 2,y € A; (i =1,2), wtedy |f(z) — f(y)] < IEE%);{CZ'} - o — y|. Zaldézmy wiec,

ze x € Ay, y € As. Wtedy istnieja @’ € Ay, iy € A, takie, ze |z —y| = |z — 2'| + |2’ — ¥'| + |y’ — y|. Niech
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Mo = max a) — f(b)|, za$ d12 = min a —b|. Wtedy 012 > 0 i z archimedesowosci ciala
12 (a,b)€A1XA2|f( ) f( )| 12 (a,b)€A1XA2| | y 12

liczb rzeczywistych istnieje stala C1o > 0 taka, ze Mys < Cia - §12. WoOwcezas
|f(x) = F)] < [f(2) = f@)|+[f(@") = @O+ 1Y) = fy)] < max{Cy, Co} - (| —2'[ + |y — ') + M2
< max{C,Ca} - (lx — 2’| + [y = ¢']) + Chz - 612 < max{Cy, Cy, Cra} - (|z — 2| + |y — /| + [2" —¥']).

O
Lemat 5.1.3. Niech 9o, ...,y bedg punktami afinicznie niezaleznymi w R"~'. Rozwaimy sympleks
T = [Yo, ..., k] © kompleks symplicjalny
Kr ={[Uvg, - U] : 0< o < ... <y <k, 1 €{0,...,k}},
o wieloscianie |Kr| = T. Niech f : |T’ — R, g: ‘T| — R bedq definiowalnymi odwzorowaniami

Lipschitza takimi, ze dla dowolnego N\ € K
i) f =g na A lub f(v) < g(v) na pewnym wierzchotku v sympleksu A,
it) fla, gla sq klasy C9.
Niech 1y : |T‘ — R, 9y : |T| — R bedg funkcjami semiliniowymi okreslonymi nastepujgcymi formu-

k _ k
tami: dlay = > By; € T, gdzie

1=0 i3

k k k k
by (Z@@-) = Bi-f@), g (Zﬁ@-) => Bi-9(m).
i=0 i=0 i=0 i=0
Rozwazmy nastepujgcy kompleks wieloscianowy:

Kp={¢sla : D e KrU{yla: A€ Ky U{(vy, ) [a: A€ K, thpla < igla}

i potéimy |K,| = J Kp. Wowczas odwzorowanie H : |K,| — R™ okreslone formulq:

ﬁi =0, ﬁz 20, mamy
0

(yvf(y))’ (y,z) S ¢f|A7A S KT7
(3)  H(2) = (v 52 - o) + 52 - 1)) s (:2) € (Ur.w)la & € Ko,
(v, 9()), (y,2) € Ygla, A € Kr

jest definiowalnym zanurzeniem homeomorficznym takim, Ze

H(Ky)={(y,2) e TxR: f(y) <2< g(y)}

oraz

{H(S): SeK,y={fla: DeKr}U{gla: AeKr}U{(f,9)la: D€ Kr, fla <gla}

i ponadto

a) H jest odwzorowaniem Lipschitza;

b) H™! jest lokalnie lipschitzowskie na zbiorze {(y,2) € T x R : f(y) < 2 < g(v), f(y) < g(y)};
¢) H jest stabo bi-lipschitzowskie klasy C? na K.

DowOD. Zauwazmy, ze H jest dobrze okrelone dzieki zalozeniu i), ktére implikuje nastepujaca
wlasnosé (x):

(*) dlaAeKr f<gnalA<p<iy,nal oraz f=gnal < 1y =1,nal.

Z formuly (§) i dzieki (%) latwo dostajemy, ze H jest homeomorficznym zanurzeniem definiowalnym
takim, ze H|g jest zanurzeniem klasy C? dla dowolnego S € K, oraz

H(IKy) ={(y,2) e TxR: f(y) <z<g(y)}

i ponadto

{H(S): SeKpt={fla: AeKr}U{gla: AeKr}U{(f,g9)la: D€ Kr, fla <gla}

Aby wykazaé¢ wlasnoéé a) zauwazmy najpierw, ze stosujac nastepujacy definiowalny homeomorfizm
bi-lipschitzowski
X:TxR>(y,z)— (y,2— f(y) €T xR
mozemy bez szkody ogdlnosci zalozyé, ze f = ¢y = 0. Ze wzgledu na zalozenie ¢) nalezy wiec rozwazy¢
dwa przypadki.
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Przypadek g = ¢, = 0 na T jest trywialny. Zalézmy wiec, ze g > 0 na T. Wéwczas dzigki (x) takze
g > 0na T ipotézmy S = (0,1,)|r oraz przyjmijmy oznaczenie H (y, z) = (y, H2(y, z)). Poniewaz S jest
zbiorem wypuklym, H|g jest ciagle i H|g jest klasy C, aby wiec wykaza¢ lipschitzowo$¢ odwzorowania

H wystarczy udowodnié¢ !, ze pochodne czatkowe pierwszego rzedu odwzorowania H sa ograniczone na

zbiorze S. Poniewaz dla dowolnego (y,z) € S zachodzi ‘ =

< 1 i pochodne czastkowe pierwszego

Yg(y)
rzedu odwzorowan 1, i g sa ograniczone na T’ (gdyz 14 i g sa lipschitzowskie) oraz dlai =1,....,.n — 1
OH, z Oy 2 gly) Oy OH> 9(y)
- Y, 2) = ' Yy) — ' : Y), - Y, %) = )
TR o R o o R Py = T )

zatem pozostaje wykazaé, ze iloraz odwzorowan wig jest ograniczony na zbiorze T'.

Jest to oczywiste w sytuacji, gdy ¥,(y;) = ¢(y;) > 0 dla wszystkich j = 0, ..., k. Wéwczas bowiem
odwzorowanie afiniczne 1y > 0 na zbiorze zwartym T, zatem g > M na T z pewnym M > 0, za$
ciggloéci odwzorowania g dostajemy g < M’ na T z pewnym M’ > 0.

Bez szkody ogélnoséci mozemy wiec zalozyé, ze {yo, ..., 1} = {y; : 9(y;) = 0}, gdzie 0 < I < k. Dla

k k
dowolnego y = > 8,4, € T, gdzie 8, > 0 oraz Y B, = 1, wybierzmy punkt
v=0 v=0
Bo - G~
Jrzio-yo—l—...—&— . S Yl

1
> By > By
v=0 v=0
Wéwezas © € [Yo, .., i) C {g = 0}, zatem na mocy wlasnosci (x) dostajemy g(z) = 0. Ponadto

=y =Fp1(@ —Yiy1) + ... + Br(x — Yg)-

21s . . . . . s sz, a1t...t+ap a ap .
Jedli teraz L, jest staly Lipschitza odwzorowania g, to stosujac nieréwnosé: . Th Sy T e dla a;,

b; >0,i=1,...,p, p € N, otrgymujemy
k

20| _|o) 50| ol pl LT it -
g k = min{g(7,) : v ’
¥g(y) ¥g(y) Ug(y) :ZH - o) {9() :v > 1}

Aby wykazaé b) rozwazmy punkt (c,d) € T x R taki, ze f(c) < d < g(c) (rozumowanie dla przypadku
f(e) < d < g(c) jest analogiczne). Ponownie stosujac bi-lipschitzowski automorfizm x mozemy bez szkody
ogélnodci zalozy¢, ze f =1y = 0. Polézmy

M={(y,2) eTxR:0<z<g(y)}

Woéwezas (c,d) € II, 0 < d < g(c) i oczywiste jest, ze istnieje dostatecznie male otoczenie U punktu (c, d)
w R™ takie, ze przeciecie U N1I jest zbiorem wypuklym oraz mrn—1 (U NII) C {g > 0}. Wystarczy teraz
zauwazy¢, ze wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu odwzorowania

o (o34

sa ograniczone na U NII. To koniczy dowdd wlasnosci b).

Aby udowodni¢ wlasnoéé c) rozwazmy pare I', A € K, taka, ze I' C A\ A. Pokazemy, ze H jest stabo
bi-lipschitzowskie klasy C'? na {I", A}. Jest to oczywiste, gdy A = ¢ f|a lub A = 94| A z pewnym A € Ky,
bowiem wtedy H | jest odwzorowaniem bi-lipschitzowskim. Zatem bez szkody ogélnoéci mozemy zatozy¢,
ze A= (Y, 9¥g)|n, gdzie A € Kp. Wobec wykazanych uprzednio wlasnosci a) i b) oraz obserwacji 2.2.1,
wystarczy rozwazyé przypadek I' = ¢|ar = 1,/a dla pewnego A € Kr takiego, ze A C A\ A.
Wybierzmy ¢ € I' oraz ciagi {a,},cy CT', {b,},cn C A zbiezne do punktu c. Potézmy a, = (aj,, avn),
by = (b),,bun), gdzie al,, ' € A, b, € A, aypn, by, € R. Wtedy poniewaz ¢y (al,) = ¥4(al,) = a,, oraz

[ (b),) — bun| < [15(bl,) —1g(b),)|, zatem z nieréwnosci tréjkata otrzymujemy
|aun = bun| _ [¥5(a)) = s ()| + 95 (B,) = dpla))| + [¥g(a)) — 1y (B),)]
i, =0, jai, =0,

_ @yl =)

X

<2 Jp 4,
a, ~ )] s

lDZiQki zastosowaniu twierdzenia o wartosci $redniej, zob. np. [Di] Theorem 8.5.2.
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gdzie Jg, J¢ > 0 sa stalymi Lipschitza odpowiednio dla 14, 1 5. Wéwczas

H - H
lim infM > limin >0

ot — 1|
v—+00 ‘a,, — by| v——+00 |CLV — b,,| ’

i na mocy obserwacji 2.2.13 otrzymujemy teze.

5.2. Konstrukcja triangulacji definiowalnej lokalnie lipschitzowskiej, stabo
bi-lipschitzowskiej

Przypomnijmy ogdélng definicje triangulacji definiowalnej podzbioru definiowalnego w R™.

Definicja 5.2.1. Niech A bedzie zwartym i definiowalnym podzbiorem R"™. Definiowalng triangula-
¢ja klasy C? zbioru A (inaczej: definiowalng C? triangulacjq) nazywamy pare (K, f) zlozona z kompleksu
symplicjalnego K oraz definiowalnego homeomorfizmu f : |[K| — A o tej wlasnosci, ze dla dowolnego
A € K zbior f(A) jest definiowalng C? podrozmaitoscia w R™ oraz f|a : A — f(A) jest definiowalnym
C? dyfeomorfizmem.

Jezeli A nie jest zbiorem zwartym, wtedy definiowalng triangulacjg klasy C? zbioru A nazywamy pare
(K', f), gdzie K’ jest podzbiorem pewnego kompleksu symplicjalnego K, |K'| = |J K’ i odwzorowanie
f:|K'| — A jest definiowalnym homeomorfizmem takim, ze f(A) jest definiowalna C? podrozmaitoscia
w R™ oraz f|a : A — f(A) jest dyfeomorfizmem klasy C9.

Niech A, ..., A, beda definiowalnymi podzbiorami A. Powiemy, ze triangulacja (K, f) zbioru A jest
zgodna z rodzing Ay, ..., A, jezeli stratyfikacja {f(A) : A € K} jest zgodna z kazdym ze zbiordw
A, .., A,

Twierdzenie 5.2.2. (Definiowalna triangulacja lokalnie lipschitzowska, slabo bi-lipschitzowska)
Niech A bedzie definiowalnym podzbiorem R™, Ay, ..., A, bedq definiowalnymi podzbiorami A. Istnieje
wtedy definiowalna C? triangulacja (K, H) zbioru A, zgodna ze zbiorami Ay, ..., A, i taka, Ze

i) H jest odwzorowaniem lokalnie lipschitzowskim;
it) H jest stabo bi-lipschitzowskie kl. C? na naturalnej symplicjalnej stratyfikacji K zbioru |K]|.

DowOD. Stosujac nastepujacy C¥ dyfeomorfizm definiowalny

#E{uER”:\u|<1},
VI zf?

mozemy bez szkody ogdlnosci przyjaé, ze A jest zbiorem zwartym. Na mocy wniosku 1.3.11, lematu 5.1.1
i obserwacji 5.1.2 wystarczy znalezé definiowalna C? triangulacje (K, H) zbioru A, zgodna ze zbiorami
A1, ..., A, 1 taka, ze dla dowolnego sympleksu A € K

C:R"32+—

i) Hl|x jest odwzorowaniem Lipschitza;
it) H|x jest odwzorowaniem stabo bi-lipschitzowskim klasy C'? na symplicjalnej stratyfikacji
Xx={A" € K: A C A} zbioru A.
Dowod prowadzimy indukcja rosnaca ze wzgledu na wymiar przestrzeni otaczajacej. Przypadki n = 0,
n = 1 sa trywialne. Rozwazmy teraz przypadek n > 2 i zalézmy, ze twierdzenie zachodzi dla n — 1.

. 2r
Oznaczmy zbiory Dy = A\ intA, D; = A; \intA;, Dy, = A; \intA;,i=1,2,....,r. Polézmy C = |J D;.

=0
Wtedy C jest definiowalnym nigdziegestym podzbiorem R"™ i dowolna stratyfikacja przestrzeni R™ zgodna
ze wszystkimi Dy, ..., Do, jest takze zgodna? ze zbiorami A, A1, ..., A,..

Krok 1. Na mocy twierdzenia 4.1.11 i obserwacji 2.2.7 mozemy bez szkody ogélnosci zalozy¢, ze
istnieje definiowalna C9 stratyfikacja C’ przestrzeni R"~! i rodzina definiowalnych i lipschitzowskich

b
odwzorowan 7 : R"1 — R (k = 1,...,b) takich, ze n; < ... <, C C |J m i dla dowolnego I' € C’,
k=1
Nk|r jest klasy C? 1 albo ng|r = nk+1|r lub ng|r < Ng+1|r 1 ponadto rodzina
C = {(mmes1)lr : T €' mele < Mpgalr kb =1,..,0 = 1} U{(mp, +00)[p : T € C'}
U{(—oo,m)lr:T el U{mlr:T €l k=1,..0b}

2Bowiem dla dowolnego A C R™, jesli A C R™ jest zbiorem spéjnym, zgodnym ze zbiorami A \ intA, A\ intA, to A
jest zgodny ze zbiorem A.
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jest C7 stratyfikacja przestrzeni R", zgodna ze zbiorami Dy, ..., Da,. Wtedy C jest zgodna z A, Ay, ..., A,
i wystarczy teraz skonstruowaé szukana triangulacje (K, H) zbioru

{(y,2) e A xR:m(y) <z<m(y)}

gdzie A’ jest rzutem zbioru A na podprzestrzen R" 1, zgodna z C i rozwazy¢ podkompleks K C K taki,
ze H(|K|) = A. Wtedy para (K, H|x|) jest szukana triangulacja A.

Krok 2. Dalsza konstrukcja oparta jest na klasycznej idei konstrukeji triangulacji (por. [Hi2] lub
[Cos] Theorem 4.4). Z zalozenia indukcyjnego istnieje definiowalna C? triangulacja (K’,h) zbioru A’,
zgodna ze skonczona rodzing {I' € ' : T C A’} i taka, ze dla dowolnego sympleksu A € K’

a) hlx jest odwzorowaniem Lipschitza;

b) h|x jest stabo bi-lipschitzowskie kl. C'? na naturalnej symplicjalnej stratyfikacji X5 zbioru A,
gdzie Xz ={A' € K': N C A}
Bez szkody ogdlnosci, przechodzac ewentualnie do podpodziatu barycentrycznego kompleksu K', mozemy
zalozy¢ (dzieki obserwacji 2.2.6), ze para (K’ ,h) ma nadal wlasnosci a) i b) i ponadto dla A € K'|
k=1,.,b—1

Nk © hlx = k41 0 hlx  lub istnieje wierzcholek v sympleksu A taki, ze ng o h(v) < ng41 0 h(v).
Na mocy obserwacji 2.2.10 mozemy wiec bez szkody ogélnosci zalozyé, ze A’ = |K'|, h = id 4 oraz
(k) Me|x = Mr+1lx  ub istnieje wierzcholek v sympleksu A taki, ze np(v) < Nr41(v)

dla dowolnego A € K’ oraz k = 1,...,b—1. Rozwazmy dla k = 1, ..., b nastepujace funkcje ¢y, : |[K'| — R:

! ! !
Vg (Zﬁz%) = Zﬂz -1k (yi), dla dowolnego [yo, ..., y1] € K’ oraz 3; > 0 takie, ze Zﬂl =1
i=0

i=0 1=0
Zauwazmy, ze kazde odworowanie 1y jest afiniczne na domknieciu dowolnego sympleksu A € K’ i dzigki
wlasnosei (%)

Vp < Yrp1 na N = N <mry1 na N oraz Y =Ypr1 na A = np =gy na A.

Rozwazmy nastepujacy kompleks wieloscianowy:
Ky = {trla, A€ K' k= 1,...,b} U{(Yr, Yrt1)|a, & € K ¥x|a < ptala,k=1,..,0— 1}
Polézmy |K,| = |JK,. Okreslamy H : |K,| — {(y,2) € A’ xR : m(y) < z < np(y)} nastepujaca

formuta:

(yJ]k:(y))» yaz) Ewk|A7AeKla
3) Hy.2) k=1,..,0,
Y,z) = 2— _
(y’ wk+1($li(7ybl(y) M1 (y) + wkﬁ@)(%:(y) Uk(y)) » (4:2) € (Wi, Yrta)la, & € K,
k= L, 7b - 17wk|A < wk+1|A~
Na mocy lematu 5.1.3 odwzorowanie H jest definiowalnym homeomorfizmem, {H(S) : S € K,} jest
zgodna z C i dla dowolnego S € K|,
a) Hl|g jest odwzorowaniem Lipschitza; B
b) H|g jest stabo bi-lipschitzowskie kl. C? na naturalnej wieloécianowej stratyfikacji X5 zbioru .,
gdzie X5 ={S" € K,: S’ C S}.
Niech teraz K bedzie semiliniowa triangulacja zbioru |K,| zgodna z K. Na mocy obserwacji 2.2.6 para
(I?, H) jest szukang triangulacja zbioru {(y,z) € A’ x R: 1 (y) < z < mp(y) } O

Uwaga 5.2.3. Z dowodu twierdzenia 5.2.2 wynika, ze K jest podzbiorem pewnego kompleksu sym-
plicjalnego zanurzonego w R".

Uwaga 5.2.4. Z dowodu twierdzenia 5.2.2 wynika réwniez mocniejsza wersja tezy dla zbioréw zwar-
tych: jesli A C R™ jest definiowalny i zwarty, Ay, ..., A, sa definiowalnymi podzbiorami A, wtedy istnieje
definiowalna C? triangulacja (K, H) zbioru A, zgodna z Aq, ..., A, i taka, ze

i) H jest odwzorowaniem Lipschitza,
i1) H jest odwzorowaniem slabo bi-lipschitzowskim klasy C? na stratyfikacji K zbioru |K]|.
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ROZDZIAY. 6

Klasa 7 warunkéw regularnosci

W niniejszym rodziale wyréznimy w klasie WL podklase 7 warunkéw regularnosci i zajmiemy sie
udowodnieniem twierdzenia o istnieniu definiowalnej triangulacji lokalnie lipschitzowskiej z warunkiem
typu 7. Konstrukcja dowodu opiera si¢ na trzech zasadniczych filarach: na twierdzeniu o definiowalnej
triangulacji lokalnie lipschitzowskiej, stabo bi-lipschitzowskiej (tw. 5.2.2), twierdzeniu o niezmienniczosci
(tw. 3.2.1) oraz na wlasnosci stozkowosci (def. 6.1.1). W rozdziatach 7 i 8 pokazujemy, ze do klasy 7
naleza w szczegdlnodci warunek Whitneya (B) i warunek Verdiera.

6.1. Wlasnosé stozkowosci

Definicja 6.1.1. Niech Q bedzie ustalonym warunkiem regularnosci. Powiemy, ze Q ma wlasnosé
stozkowosci klasy C, jezeli dla dowolnej podprzestrzeni afinicznej V' C R™ oraz dowolnych definiowalnych
C? podrozmaitosci M, N C V takich, ze N C M \ M i dla dowolnego punktu ¢ € R™ \ V' zachodzi

a) W (cx M, M), WS (cx N,N);
WE(M,N) =  b)W<(cxM,cxN);
c) W< (c*x M,N).

Uwaga 6.1.2. Zauwazmy, ze jesli V' C R™ jest podprzestrzenia afiniczna, zas$ ¢ € R™ \ V dowolnie
ustalonym punktem, wéwczas odwzorowanie

0:Vx(0;400) 3 (z,t) — (1 —t)-c+t-z€R"

jest definiowalnym zanurzeniem klasy C9. Zatem je$li warunek Q jest C'? niezmienniczy (np. gdy Q
jest warunkiem typu WL klasy C?), wéwezas Q ma wlasnosé stozkowosci - wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla
dowolnych definiowalnych C? podrozmaitosci M, N C R™ takich, ze N C M \ M zachodzi

a) W2 (M x (0;1), M x {1}), W(N x (0;1), N x {1});
WS(M,N) =  b) WM x (0;1),N x (0;1)) ;
c) We(M x (0;1), N x {1}).

Definicja 6.1.3. Warunek regularno$ci @ nazywamy warunkiem typu 7T klasy C9, jezeli Q jest
warunkiem typu WL klasy CY, posiadajacym wlasnos$é stozkowosci klasy C'9. Warunki regularnoéci z
klasy 7 nazywaé bedziemy czasem warunkami triangulowalnymi.

6.2. Twierdzenie o definiowalnej triangulacji z warunkiem typu 7

Definicja 6.2.1. Niech Q bedzie ustalonym warunkiem regularnodci, za$ (K, f) bedzie definiowalna
triangulacja kl. C? pewnego zwartego zbioru definiowalnego A C R™. Powiemy, ze (K, f) jest triangulacjg
klasy C? z warunkiem Q, jezeli {f(A) : A € K} jest definiowalna stratyfikacja z warunkiem Q.

Twierdzenie 6.2.2. (Triangulacja definiowalna lokalnie lipschitzowska z warunkiem typu T ). Niech
Q bedzie warunkiem regularnosci typu T klasy C7, zas§ A C R™ bedzie zbiorem definiowalnym i A, ..., A,
bedq skoticzong rodzing definiowalnych podzbioréw A. Wdéwczas istnieje definiowalna triangulacja (K, H)
zbioru A klasy C7 taka, ze {H(A) : A € K} jest definiowalng C? stratyfikacjg z warunkiem Q zbioru
A, zgodng z rodzing A1, ..., A, i H : |K| — A jest odwzorowaniem lokalnie lipschitzowskim.

Dow6D. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 5.2.2 mozemy bez szkody ogdlnosci zalozyé, ze A
jest zbiorem zwartym. Wykazemy mocniejsza teze twierdzenia 6.2.2 z H jako odwzorowaniem Lipschitza.
Dowéd prowadzimy indukcja rosnaca ze wzgledu na wymiar zbioru A. Polézmy dim A = d.

Przypadek d = 0 jest trywialny. Dla d = 1 szukana triangulacje otrzymujemy stosujac twierdzenie
5.2.2 (uwaga 5.2.4). Niech teraz d > 1 i zalézmy, ze teza zachodzi dla zbioré6w wymiaru < d — 1.
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Krok 1. Na mocy twierdzenia 5.2.2 (uwaga 5.2.4) znajdujemy definiowalna C? triangulacje (K1, hq)
zbioru A, zgodng ze zbiorami A, ..., A,, stabo bi-lipschitzowska klasy C'? na symplicjalnej stratyfikacji
K wielo$cianu | K| i taka, ze hy : |K1| — A jest odwzorowaniem Lipschitza.

Krok 2. Stosujac twierdzenie 3.2.1 dla f = hy, B = |K;|,Xp = K1, otrzymujemy definiowalna C'?
substratyfikacje :{TKH wielo$cianu | K|, zgodna z K i taka, ze warunek Q i para (hl7 .’{lel) spelnia teze
twierdzenia 3.2.1. W szczegdlnosci

{r € X[y, : dimT = d} ={AeK,: dimA =d}.
Zauwazmy, ze nastepujaca rodzina definiowalnych C'? podrozmaitosci

(| = {r € Xlg, : dimT < d - 1}

) , zgodna z jego naturalng stratyfikacja

jest skonczona definiowalng C'? stratyfikacja wieloscianu ’K §d_1
K9 —(Ae K, : dimA<d—1}.

Krok 3. Rozwazmy wieloScian ‘de_l)

i jego stratyfikacje %’|K(d71> } Poniewaz dim ’de—ﬂ ’ <d—1,
1
zatem na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje definiowalna C? triangulacja (Ks, he) wielo$cianu ‘K %dil) ‘

)

taka, ze rodzina {ho(A) : A € Ky} jest definiowalng C? stratyfikacja z warunkiem Q zbioru ‘Kﬁ_l)

zgodng z %]K(d*”| ihy: Ky — ‘de_l)‘ jest odwzorowaniem Lipschitza.
1

Krok 4. Definiujemy' nowy kompleks symplicjalny K3 :

Niech {ay,...,aq} bedzie zbiorem wszystkich wierzcholtkéw kompleksu Ky i {Agt1, ..., A1} bedzie
zbiorem wszystkich d - wymiarowych symplekséw kompleksu K. Oznaczmy jako {Oa,_ ,,..., 04, } zbi6r
barycentréow symplekséow Ay41, ..., Ap. Zdefiniujemy najpierw zbiér wierzchotkéw kompleksu K:

Vert(Ks) = {e1, ., €asCatly - €T}y

gdzie e; = (0,...,1,...,0), j = 1, ..., T, sa wierzcholkami T — 1 wymiarowego sympleksu w R”
J

AT = ey, ... ear €atts -y eT).
Okreslamy teraz kompleks symplicjalny K3 jako nastepujacy podkompleks naturalnego kompleksu sym-
plicjalnego Kar-1 = {[es,,..v€5.] 1 01,...,05 € {1,....T}}:
NeK; — A= [651, ...,egs} dla [agl,...,ags] € Ko,
lub A =lej,ep,,.ep,] dla [ag,,...,a5] € Ky oraz A;, gdzie j € {a+1,...,T} jest
takie, ze hg([agl,...,aﬁﬁ]) C Aj,

lub A=le] dla je{a+1,..,T}
Zauwazmy, ze K3 jest d - wymiarowym kompleksem symplicjalnym w R” oraz istnieje d — 1 wymiarowy
podkompleks L C Kj:

L=/{leg;..,es,]: lag,....az,] € K2},

symplicjalnie izomorficzny z Ko via nastepujacy semiliniowy homeomorfizm f : |L| — |Ks]:

f ZAJ es | = ZAJ 1ag;;
j=1 J=1

S
dla > Xj-es; € leg,,..,ep.], [eg,, .-, ep,] € L. Wowczas (L, ho o f) jest nadal definiowalng C? triangulacja
j=1

zbioru ’de_l)

z warunkiem Q, zgodng z %’| | i hg o f jest odwzorowaniem Lipschitza?.

(d—1)
Kl
Krok 5. Rozszerzamy hs o f na wieloscian |K3| w sposéb ,stozkowy”:

1F’oréwnaj konstrukcje np. w [DG] Theorem 4.2, takze [ES] Przyktad 9.5.3.
2odwzorowanie f jest lipschitzowskie na mocy lematu 5.1.1, obserwacji 5.1.2 i wniosku 1.3.11.
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ha o f(z), gdy ze N, N e L,
(1—1t)-0p, +t-hao f(x), gdyze A, AeK3\L, A=lejes,....,ep],
z=01—-t)-ej+t-x, x €leg,...,esl t€(0,1),
0;, gdy z=¢ej, je{a+1,.. T}
7 konstrukcji wynika, ze hs posiada nastepujace wtasnosci:
i) hs|a jest definiowalnym C? zanurzeniem dla dowolnego A € K ;
it) hs((ej,ep,,-,e8,)) =0a, xhao f((ep,,...,es,)), dla dowolnego A = [ej,ep,,...,e5,] € K3\ L,
iii) {hs(A): A € L} jest C? stratyfikacja z warunkiem Q zbioru ’deil)‘ , zgodna z %’|

hs(z) =

Kid—l) | 9

iv) hs jest odwzorowaniem Lipschitza 3.
Zlozenie hy o hg jest oczywiscie odwzorowaniem Lipschitza. Dzieki wtasnosci stozkowosci i uwadze 3.1.5
rodzina {h3(A) : A € K3} jest definiowalna C? stratyfikacja z warunkiem Q zbioru |K;|, zgodna ze

stratyfikacja %TKH‘ Poniewaz para (hl, %TKH) spelnia teze twierdzenia 3.2.1, zatem rodzina
{h1 o hg(A) VANS Kg}

jest definiowalna C? stratyfikacja z warunkiem Q zbioru A, zgodna z {h1(A) : A € K;}. Jest ona réwniez
zgodna ze zbiorami Ay, ..., A,, bowiem rodzina {hy(A) : A € K1} jest zgodna z A,...,A, (zob. Krok 1).
Zatem (K3, hy o h3) jest szukang definiowalna CY triangulacja zbioru A. O

3VVystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego A € K3, h3|Z jest odwzorowaniem Lipschitza, bowiem hz|a ma pochodne

pierwszego rzedu ograniczone na A i zastosowaé wniosek 1.3.11, lemat 5.1.1 i obserwacja 5.1.2.
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ROZDZIAYL. 7

Warunek Whitneya (B) jako warunek typu 7

7.1. Warunek Whitneya (B) jako warunek typu WZL klasy CY, ¢ > 1

Na poczatek przypomnijmy krétko definicje oraz najwazniejsze wlasnosci warunku Whitneya (B).

Definicja 7.1.1. Niech N, M C R" beda podrozmaitoéciami klasy C9, ¢ > 1, przy czym N C M\ M.
Niech a € N bedzie dowolnie ustalonym punktem. Powiemy, ze para platéw (M, N) spelnia warunek
Whitneya (B) w punkcie a, jezeli dla dowolnych dwéch ciagéw {a,},eny C N, {b,}ven C M zbieznych
do punktu a, jezeli ciag siecznych {R(a, — b,)},en jest zbiezny do pewnej podprzestrzeni L C P, i
ciag przestrzeni stycznych {Tj,, M}, en jest zbiezny do pewnej podprzestrzeni T C R, T' € Gqim m n,
wowczas zachodzi inkluzja L C T

Uwaga 7.1.2. Jezeli para M, N spelnia warunek Whitneya (B) w punkcie a € N, bedziemy pisaé
WHB(M, N, a). Jedli para ptatéw M, N spetnia warunek Whitneya (B) w kazdym punkcie a € N, bedziemy
pisa¢é WB(M, N). Jezeli natomiast para ptatéow M, N nie spelnia warunku Whitneya (B) w punkcie
a € N, fakt ten bedziemy oznaczaé symbolem ~ W(M, N, a).

Twierdzenie 7.1.3. Warunek Whitneya (B) jest definiowalny i generyczny.

Dowo6Dp. Rozumowanie pochodzace z pracy [TL2] dla struktury o-minimalnej (R, +, -, exp, (7)rcr),
przenosi si¢ bez wiekszych zmian na przypadek dowolnej sturktury o-minimalnej na uporzadkowanym
ciele liczb rzeczywistych R. Zobacz takze [DM1], appendix B i C.

O

Uwaga 7.1.4. Warunek Whitneya (B) jest niezmienniczy wzgledem dyfeomorfizméw klasy C* (zob.
takze [Tro], Corollary 3.3).

Pokazemy teraz, ze warunek Whitneya (B) posiada wlasno$é rzutowania wzgledem odwzorowan stabo
lipschitzowskich klasy C9, ¢ > 1.

Twierdzenie 7.1.5. Niech A, I' C R" bedq podrozmaitosciami klasy C? takimi, ze T C A\ A oraz
dimT < dim A. Niech f : AUT — R™ bedzie odwzorowaniem stabo lipschitzowskim klasy C? na {A,T}.
Wowczas

WB(gmphﬂA,graphf\p) - WB(A, ).

DowOD. Zauwazmy najpierw, ze graphf|r, graphf|a sa podrozmaitosciami klasy C? w R™ x R™.
Niech wiec a € T oraz {ag }ren C T, {bk }ren C A beda ciagami zbieznymi do punktu a i takimi, ze ciagi

R(ap —by) — L, Tp, A — T, gdy k — +o0,
z pewnymi L € P,,_1, T' € Ggim ar,n- WOWczas réwniez
(ar, f(ax)) — (a, f(a)),  (br, f(br)) — (a, f(a)), (K — +00).
Bez szkody dla ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze
R ((ak, f(axr)) = (br, f(bk))) — L', Top, reygraph fla — T, (k — +00),

z pewnymi L' € Ppym-1, T' € GdimAntm- Z zalozenia WB(graphf|a, graphflr), zatem L' C T'.
Poniewaz f jest stabo lipschitzowskie na stratyfikacji {A, '}, wiec L' £ R™ x {0}, w szczegblnosci 1|1
jest monomorfizmem, gdzie w1 : R™ x R™ — R" jest naturalnym rzutowaniem. Wobec ciaglosci 71 musi
wiec zachodzi¢ w1 (L") = L. Ponadto dla dowolnego k € N

1 (T<bk,f<bk))9mph fIA) =Ty, A,
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wiec z ciaglodcei rzutowania m; otrzymujemy inkluzje 71 (77) C T. Stad L = m (L) C m(T") C T. O

Wykazemy teraz wlasno$¢ podniesienia wzgledem odwzorowan lokalnie lipschitzowskich klasy C'Y,
g > 1 dla warunku Whitneya (B). Wynika ona prosto z nastepujacego, nieco ogdlniejszego twierdzenia:

TwierdzenE 7.1.6. Niech A;,T; (i = 1,2) bedg dwoma parami podrozmaitoSci klasy C? w R™
takimi, ze Ty C A; \ A; oraz WP(A;,T;). Zaléimy, ze Ay N Ay i Ty NTy sq podrozmaitosciami w R™ klasy
C1 takimi, zeT'1NTs C A1 N Ag oraz dla dowolnego xg € T'1 NI i dla dowolnego ciggu {y, }ren C A1NAsg,
zbieznego do xo zachodzi implikacja

TyyAZ —>Sl (Z:1,2) — dlmSlﬂSQ :dlmAlﬂAg

Wéwczas WP (AL N Ay, T1 NTy).
DowoOD. Niech zg € T'y NT'e. Rozwazmy dowolne ciagi

{wv}uEN C 1_\1 N F27 {yu}veN C Al N AZa

takie, ze x,,y, — xo dla v — +o0. Zalézmy ponadto, ze R(z, —y,) — L z pewnym L € P,,_ oraz,
ze ponizsze ciagi przestrzeni stycznych sa zbiezne na odpowiednich grasssmannianach:

{Tyy (Al N A2)}V€N ) {T uAl}yeN ’ {TyuAQ}yeN .
Niech T" = lim EJI/ (A1 N Ag) Wtedy dimT = d1mA1 n AQ. Na mocy WB (Al,Fl) i WB (AQ,FQ)
Yv—2T0
otrzymujemy L C lim T, Ay = S; oraz L C lim T, Ay = So. Poniewaz T' C S1 N S, oraz z zalozenia
Y —T0

Yv—To
dim S NSy = dim Ay N As, zatem
S1NSy="T,
skad ostatecznie L C T (]

Twierdzenie 7.1.7. Niech A, T' bedg podrozmaitosciami klasy C? w R™, T € A\ A. Rozwazmy
odwzorowanie f: AUT — R™ lokalnie lipschitzowskie i takie, ze f|a, f|r sa kl. C?. Niech M, N C AUT
bedg podrozmaitosciami kl. C? takimi, ze N C M \ M i rodzina {M, N} jest zgodna z {A,T}. Wéwczas

WE(M,N),  WE(graphf|s, graphflr) = W (graphf|a, graphf|y).
DowoD. Jesli M,N C A lub M,N C T, wéwczas zachodzi WEB (graphf|ar, graphf|n), bowiem

warunek Whitneya (B) jest niezmienniczy ze wzgledu na C? dyfeomorfizmy. Niech wiec teraz M C A,
N C T'. Pokazemy, ze spelnione sa zalozenia twierdzenia 7.1.6 dla

Ay = graphf|n, Ti=graphflr, Ay=M xR™, Ty=N xR™.
Istotnie, Ay N Ay = graphf|y, T'1 NTy = graphf|y sa C? podrozmaitosciami w R™ x R™ oraz zachodzi
graphf|n C graphf|a \ graphf|yr. Ponadto latwo mozna wykazaé (zob. tez [BT]|, uwaga poprzedzajaca
Proposition 1), ze
WE(M,N) = WB(M x R™, N x R™).
Ustalmy punkt zo € graphf|y. Rozwazmy ciagi {y,},cy C graphfia, {zv},en C graphf|y takie, ze
Yu, T, — o (Vv — +00) oraz zalézmy, ze nastepujace ciagi przestrzeni stycznych

{Ty,graphfln} e, ATy, (M XR™)} oy {Ty, graphfiat,en

sa zbiezne na odpowiednich grassmannianach. Oznaczmy teraz wspélrzedne punktéw xzg = (xf,z]),
x, = (2, 20), vy = (v.,,yl), gdzie z(, 2, y, € R i af,x), yll € R™ dla dowolnego v € N. Wtedy takze

v

ciag {TZ‘!LM}ueN jest zbiezny. Poniewaz dim T, graphf|y = dim M, wiec
dim y}go Ty, graphf|a = dim M.

Z drugiej strony istnieje U,; otwarte otoczenie punktu xp takie, ze f |(Aup)ﬁUx, jest odwzorowaniem

Lipschitza, spelnia wigc zalozenia obserwacji 1.1.8 i obserwacji 1.1.9. Istnieje wige stata a,; > 0 taka, ze

) ( lim T, graphf|a,{0} x Rm> > gy,
Y —T0

skad na mocy obserwacji 1.1.7 i)

(;EO TyugmphflA) N ({0} x R™) = {0}.
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Ponadto lim T, (M x R™) = ( lim Ty/VM> x R™ stad

— ’ N
Yv—T0 Y, —Tq

dim( lim Tyugraphf|A> N (( lim T, M) X Rm> < dim M.
Y —T0 y!l, —x] v

0
Ale M C A oraz dla dowolnego v € N mamy Ty, graphf|ar = (Ty, graphf|a) N (Ty/VM X ]Rm), zatem
lim T, graphf|y C lim T, graphflp N lm T, (M xR™).
Yv—To Yv—Zo Yv—To
Stad poniewaz dim lim T}, graphf|ar = dim M, dostajemy, ze

Yv—To0

dim lim T, graphf|a N lim T, (M x R™) = dim M = dim graphf|a N (M x R™),
Y —T0 Yv —T0
spelnione sa wiec zalozenia twierdzenia 7.1.6. (]
Whniosek 7.1.8. Warunek Whitneya (B) jest warunkiem typu WL klasy C9, ¢ > 1.

7.2. Wlasno$é stozkowosci warunku Whitneya (B)

Poniewaz warunek Whitneya (B) jest niezmienniczy wzgledem definiowalnych dyfeomorfizméw klasy
C', zatem mozemy bez szkody dla ogélnosci postugiwaé sie definicja réwnowazna wiasnoéci stozkowosci
(uwaga 6.1.2).

Twierdzenie 7.2.1. Warunek Whitneya (B) ma wlasno$é stozkowosci klasy C?, q > 1.

Dowob. Niech M, N beda definiowalnymi C¢ podrozmaito$ciami w R™ takimi, ze N € M \ M i
zachodzi WB (M, N).

a) Warunki WP (M x (0;1), M x {1}) oraz WB(N x (0;1), N x {1}) sa spelnione w sposéb oczywisty,
bowiem zbiory M x (0,1) UM x {1} oraz N x (0,1) UN x {1} sa definiowalnymi podrozmaito$ciami z
brzegiem klasy CY, ¢ > 1.

b) Wykazemy, ze zachodzi WE (M x (0;1), N x (0;1)). Niech wigc x € N x (0,1) bedzie ustalonym
punktem i rozwazmy dowolne dwa ciagi {z, },en € N x (0;1), {y, }oen € M x (0;1) takie, ze

Ty, Yy — T, R(z, —y,) — L, T, (M x (0;1)) — T (v — 400)
z pewnymi L € P, T' € Ggim pr+1,n+1- Pokazemy, ze L C T'. Oznaczmy wspoélrzedne punktéw z, z,, v,
z = (2, 2p41), zy = (Ty, Tunt1), Yo = (Y Yom1),
gdzie o/, !, € N oraz y/, € M, Ty i1, Tunt1, Yont1 € (0,1). Wéwezas mamy inkluzje siecznych
(S1) R(z, —y) = R(Z}, = ¥y, Tunt1 — Yont1) C R(z;, —y,) x R.
Ponadto dla dowolnego v € N
(S2) Ty, (M x (0;1)) = T,y M x R.

Ze zbieznosci ciagdéw {x,}oen, {¥Yv tven do x otrzymujemy zbieznosé ciagéw {z,}oen, {y,}ren do 2’ i
bez szkody ogdlnosci mozemy przyjaé, ze

Rz, —y)) — L', Ty M — Ty (v — 400),

gdzie L' € Pp,_1, Tnr € Gaim m,n sa pewnymi podprzestrzeniami liniowymi. Na mocy (S1) oraz (S2)
zachodza zwiazki L C L' x R, T = Tj; x R. Ponadto z zatozenia WP (M, N) zachodzi L' C Tyy.
Ostatecznie wiec

LCcLxRCcTuyxR=T.

¢) Dowéd faktu WEB(M x (0;1), N x {1}) jest analogiczny jak w przypadku b).

Whniosek 7.2.2. Warunek Whitneya (B) jest warunkiem typu T klasy C9, ¢ > 1.
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ROZDZIAY. 8

Warunek Verdiera jako warunek typu 7

Zanim przejdziemy do dowodu rozmaitych wtasnosci warunku Verdiera, udowodnimy najpierw kilka
luZzno zwiazanych ze soba faktéw z geometrii euklidesowej przestrzeni R™.
8.1. Lematy przygotowawcze

Lemat 8.1.1. Niech R, S bedg dowolnymi liniowymi podprzestrzeniami R™. Wowczas
a) YV eS Trus)(v)=7mr(V) ;
c) Jesli d(S, R) < 1, wtedy dimwr(S) = dim S.

Dow6D. Wilasnoéci a) i b) dowodzi si¢ elementarnie. Do dowodu wlasnosci ¢) wystarczy zauwazy¢,
ze na mocy obserwacji 1.1.3 ¢) zachodzi S N R+ = {0}, zatem 7x|s jest monomorfizmem.
O

Kolejny lemat méwi natomiast o lipschitzowskim zachowaniu si¢ wybranych projekcji otrogonalnych
wzgledem odwzorowania d.

Lemat 8.1.2. Niech V bedzie liniowq podprzestrzenig w R™, R* = V @& V+. Ustalmy o € (0,1] i
rozwazmy nastepujgcy podzbior sfery

By ={ueS" 1 : dRu,V*)>al}

Istnieje wtedy stata Cy > 0 taka, ze
1) dla dowolnych u € By, w € B, zachodzi

dRmy (u), Ry (w)) < Cy - d(Ru, Rw),
ii) jesli L, K sq liniowymi podprzestrzeniami w R™ takimi, ze LNS"! C B,, KNS"™! C B,,wtedy
d(my (L), 7y (K)) < Cy - d(L, K).
DowOD. i) Wybierzmy dowolne wektory u, w € By. Z opisu zbioru B, wynika, ze
Ty (u)| = |u— 7y (u)| = dRu, V) > a oraz  |ry(w)| = |w—myr(w)| = d(Rw, VL) > a

Poniewaz ||7y || < 1, zatem z nieréwnosci tréjk@ta otrzymujemy

Ty (u) ‘ ) - 7y (w)| = v (w) - 7y (u)]
|y (u) \TV ) [y (w)] - [y (w)]
_ 7Tv( ) v (w)| — v (u) - 7y (u)| + 7y (u) - |7TV(U)—7TV(w)'|7TV(U)|‘
[y (w)] - [y (w)]
< ig (Imv ()] - | l7v ()| = v (w)] | + |rv ()] - |7y (w) = 7 (w)])
< %(‘ﬂ'v(u) —7rv(w)|) = %‘ﬂv(u—w)‘ < %|u—w\.

W analogiczny sposéb pokazujemy, ze

v (u) my (w) lu w
(] G| S a2t

Rozwazmy teraz metryke d : P, x P, — [0,4/2], opisana w obserwacji 1.1.3 h). Mozliwe sa dwa
przypadki:
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Przypadek 1.

= v | av(w) || mv(e) Ay (w) mv(u)  my(w)
d(Rm“)’R”V(w”:mm{ v (a)] w(w)l" v ()] Wv(w)l‘}: v (@]~ rv@)] |
Wtedy
v (u) B v (w) ’\ v (u) N v (w) ’
()] )| S @] T ()]

i na mocy powyzszego rozumowania

d(Rry (u), Ry (w)) < — min{|u + w|, [u — w|} = — d(Ru, Rv).
o !

Przypadek II.

ARy (u), Ry (w)) =

my(u) | myv(w) ‘
v (u)] [y (w)]
Analogicznie jak w Przypadku I dowodzimy nieréwnosci

d(Rry (u), Ry (w)) < el d(Ru, Rv).

Ostatecznie wiec na mocy obserwacji 1.1.3h)

d(Rry (u), Rry (w)) < d(Ray (u), Ry (w)) < el d(Ru, Rw) < 2@@ - d(Ru, Rw).

ii). Poniewaz LNS"~! C B,, KNS""! C B,, zatem 7y |, 7v|x sa monomorfizmami. Wybierzmy
ue LNS" 1 we KNS" 1. Wtedy 7y (u), 7y (w) # 0. Na mocy lematu 8.1.2 4) istnieje C, > 0 taka, ze

d(Rry (u), 7y (K)) < d(Rry (u), Rry (w)) < Cy - d(Ru, Rw).
Po przejéciu z prawej strony nieréwnoéci do infimum po wszystkich w € K N S"~! otrzymujemy
d(Rmy (u), 7y (K)) < Cq - d(Ru, K) < Cy, - d(L, K).

Poniewaz 7y |f, jest izomorfizmem na 7y (L), zatem po przejsciu z lewej strony nieréwnoscei do supremum
po wszystkich « € L N S" ! dostajemy

d(my (L), 7y (K)) < Cq - d(L, K).
U

Definicja 8.1.3. Niech S, K C R" beda podprzestrzeniami liniowymi. Okreslamy sinus kata miedzy
podprzestrzeniami S i K:

inf{dRu,Rw) :u € S;we K,|u|=|w|=1L,u LSNK,wlSNK}, S¢KiKgS§5,
SCKlub K CS.

)

AS, K) = {

Obserwacja 8.1.4. Niech S, K bedq podprzestrzeniami liniowymi w R™. Wowczas
)AS,K)>0 <«<— S¢KiKg¢S << dimSnNK <min{dimS§,dimK}.
1) M(S, K) = MK, S) < 1.

iii) Jesli S ¢ K i K ¢ S, wtedy \(S,K) =6(SN(SNK)*, KN (SNK)*).

Obserwacja 8.1.5. Niech k,l,n € N i niech S € G, ,, K € Gy, bedg takie, ze A\(S,K) > 0. Wtedy
i) dla dowolnego v € R™, |v| =1 zachodzi zwigzek:

d(Rv, SN K) < @(d(m, S) + d(Ruv, K)).

i1) Jesli R, L sq dowolnymi liniowymi podprzestrzeniami w R™, wéwczas

d(RNL,SNK) <

NGNS (d(R,S)+d(L, K)).
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DowoD. i) Niech v € R™, |v| = 1. Jedli v € SN K, wtedy nieréwnosé z i) zachodzi trywialnie, gdyz
d(v,SNK)=d(v,S) =d(v,K)=0.
Zalézmy teraz, ze v ¢ SNK. Wéwczas d(v, SNK) > 0. Poniewaz v—mg(v) L S, zatem v—7mg(v) L SNK,
wiec réwniez msnx (v — mg(v)) = 0. Stad
Tsar (V) = Tsnr o Ts(v).

Analogicznie mgnk (v) = Tsnk 0Tk (v). Zatem T (v) —msnk (v) L SNK oraz mg(v) —mgnk(v) L SNK.
Niech 7 (v) — mgnk (v) = 0 (sytuacja mg(v) — Tsnk (v) = 0 jest analogiczna). Wtedy 7 (v) = msnx (v)
oraz

lv—7r(v)  d(v,K) o d(v, K) d(v,S)
v —7Tsax ()| d(v,SNK) ~dv,SNK)  dv,SNK)
Jedli natomiast 7 (v) — mgnk (v) # 0 oraz 7g(v) — Tsnr (v) # 0, wtedy z definicji 8.1.3
A(S, K) < d(R(mk (v) = msnk (v), R(ms (v) — msnk (v)))
i stosujac nier6wnosé tréjkata, dostajemy
A(S, K) < d(R(mx (v) = Tsnr (v), R(ms (v) — Tsnk (v))) <

S AR(mx (v) = Tsnk (v), R(v = Tk (v))) + d(R(V — 750K (), R(7s (v) — T5nK (0))) =
|v — 7k (V)] lv—7s(v)  d(v,K) d(v,S)

AS, K)<1=

T v—msnx ()] | v—msnx ()]  d@,SNK) ' dv,SNK)
Stad poniewaz A(S, K) > 0, zachodzi

dlv,SNK) < ;(d(v,S) +d(v, K)) .

A(S, K)
1) Niech v € RN L, |v| = 1. Wéwczas na mocy obserwacji 8.1.5 7)
1 1
dRv,SNK) < ————(d(Rv,S) + d(Rv, K)) < ———=(d(R, S) + d(L, K)).
Po przejéciu do supermum po wszystkich v € RN L, |v| = 1 z lewej strony nieréwnosci otrzymujemy
teze. [l

Obserwacja 8.1.6. Niech ¥ C G, X Gy 5, bedzie podzbiorem o tej wlasnosci, ze dla dowolnej pary
(S,K) € 3 zachodzq dim(S N K) = const = p oraz p < min{s, k}. Wéwczas odwzorowanie
A:X 3 (S, K)— AS,K) €]0,1]
jest ciggle.

DowoODp. Cigglosé funkeji A wynika z ciaglosci odwzorowania ¢ : £ 3 (S, K) — SN K € G, .
Natomiast ciaglo$é ¢ w dowolnym punkcie (Sp, Ko) € ¥ jest konsekwencja obserwacji 8.1.4 i) oraz
obserwacji 8.1.5 iz), bowiem wtedy dla dowolnego (S, K) € ¥

1

diSNK,SoNKy) < ————
( o0 0) A(So, Ko)

(d(S, So) + d(K, Ky)).
O

Obserwacja 8.1.7. Niech s, k,p,n € N oraz p < min{k, s}. Niech 5 bedzie domknietym podzbiorem
zbioru
Y={(S,K) € Gy, X G, : dim(S N K) = p}.
Wowczas _
inf{\(S,K): (S,K)eX}>0.

Dowo6D. Wynika ze zwartosci ¥ i ciagloéci A : £ 3 (S, K) — (S, K) € [0, 1]. 0
Whiosek 8.1.8. Niech s, k,p,n € N, p < min{k, s} ¢ niech D bedzie domknietym podzbiorem zbioru

Wiedy istnieje C' > 0 takie, Ze dla dowolnych R, L liniowych podprzestrzeni R™ i dla dowolnej pary
(S,K) € ¥ zachodzi
d(RNL,SNK)<C-(dR,S)+d(L,K)).

33



DowOD. Na mocy obserwacji 8.1.5 4i) i obserwacji 8.1.7 powyzsza nieréwno$¢ zachodzi ze staty
1
inf{\(S,K): (S,K)ex}

8.2. Warunek Verdiera jako warunek typu WL klasy C9, ¢ > 2

Definicja 8.2.1. Niech A, I' C R" beda podrozmaitoéciami kl. C2, I' ¢ A \ A. Méwimy, ze para
platéw (A,T) spetia warunek Verdiera w punkcie xg € T' (ozn. WY (A, T, 1)), jezeli istnieje otwarte
otoczenie Uy, puntku zo w R™ oraz stala Cy, > 0 taka, ze

VeelINUy,, Yy e ANU,, d(T,T,T,A)<Cy, |z —1yl
Jezeli para (A,T) spelnia warunek Verdiera w kazdym punkcie ¢ € T', to piszemy krétko WY (A, T).

W roku 1998 Ta Le Loi udowodnil, ze
Twierdzenie 8.2.2. Warunek Verdiera jest definiowalny i generyczny.
DowoD. Zob. [TL1] (takze [ELSW], [DW]). d

Uwaga 8.2.3. Warunek Verdiera jest niezmienniczy wzgledem dyfeomorfizméow klasy C9, g > 2
(por. [Ver]). Nie jest on jednak niezmienniczy wzgledem dyfeomorfizméw k1. C (zob. [BT]).

Wilasno$é rzutowania warunku Verdiera wzgledem odwzorowan stabo lipschitzowskich kl. C'?, ¢ > 2
jest prosta konsekwencja nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 8.2.4. Niechq > 2 i A, T C R"xR™ bedg C? podrozmaitosciami takimi, ze T C A\ A
oraz dimT' < dim A. Rozwazmy naturalne rzutowania 71 : R™ x R™ — R"™ oraz g : R® x R™ — R™
i zaldZmy ponadto, Ze mi|aur jest zanurzeniem homeomorficznym takim, ze restrykcje mi|a, milr sa
zanurzeniami kl. C9. Zaldzmy takze, ze odwzorowanie mo|aur o (71 |AUF)_1 jest stabo lipschitzowskie klasy
C? na C? stratyfikacji {m (A), 71 (I')}. Wowczas

WY (A, T) = WY (m1(A), 71 (T)).

Dowo6D. Przyjmijmy, ze 2’ = m|aur o (71]aur) ~1(2) dla dowolnego z € m (A UT).

Rozwazmy dowolny punkt z¢ € m1(I"). Po wykonaniu dyfeomorficznej zmiany ukladu wspdlrzednych
kl. C? w dostatecznie matym otoczeniu punktu (zg, ), mozemy zatozyé, ze 71 (I') = R¥ x {0}"~F oraz
I' = m(T) x {0}™ = RF x {0}"tm~* = R¥. Wtedy dla dowolnego punktu z € m(T) zachodzi 2’ = 0.
Poniewaz podrozmaitosci A i I' spelniaja warunek Verdiera, znajdziemy wigc otwarte otoczenie Uy, o)
punktu (zo,0) w R™ x R™ oraz C(,, o) > 0 takie, ze dla (x,0) € T N Uy ,0) oraz (y,y") € AN Uy .0-

d (T(w.0)T, Tiyr)A) < Clag,0) - 1(,0) = (5,9)]-

Dzigki stabej lipschitzowoéci odwzorowania 2| suro (71 |aur) ~! na stratyfkacji {m (A), 71 (')} znajdziemy
otwarte otoczenie U, punktu xg w R™ i L,, > 0 takie, ze dla z € m(I') N Uy, y € m1(A) N Uy,

09|

|z -yl
Zatem bez szkody ogdlnoéci mozemy przyjac, ze Uz, = Uz,,0) N (R™ x {0}). Z powyzszego rozumowania
dostajemy tatwo, iz dla wszystkich punktéw = € 7 (I') N Uy, oraz y € 71 (A) N Uy, zachodzi

d (T0,0)0s TiyyyA) < Clag0) - 1(@,0) = (1,4 )] < Clag,0) - V14 (Lay)? - |2 —yl,

innymi stowy
d (Rk,T(%y/)A) < C(iCo,O) V1t (Lfbo)2 | —yl.

Zatem po ewentualnym zmniejszeniu Uy, oy otrzymamy, ze dla & € 71 (R¥) N Uy, y € m1(A) N Uy,

d (R*, T, ,nA) <1—a,

< Lgy.

z pewna liczba « € (0, 1). Niech teraz K, oznacza rzut ortogonalny podprzestrzeni RF na podprzestrzen
T(y,yyA. Wobec ostatniej nieréwnosci oraz lematu 8.1.1 b), ¢) otrzymujemy, ze dim K, = k oraz

d(R* K,) =d(R" T, ,nA) <1-a.
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Oczywiste jest, ze R¥ N S"*™"~1 C B,, gdzie
By ={ueS"™ 1 d(Ru, {0} x R™) > a}.
Pokazemy, ze K, NS"t™~! C B,. Niech w € K, N S"*™~1 i wybierzmy v € Rk N S"+m~1 tak, aby
e (W)
|mge (w)]

Wtedy dzieki obserwacji 1.1.3 f) zachodzi d(Rv, Rw) = d(Rw,Rv) i na mocy obserwacji 1.1.3g) mamy
d(Rw,Rv) = d(Rw, R¥). Stad d(Rv, Rw) = d(Rw, R¥). Takze dzigki obserwacji 1.1.3¢g) mamy

v =

d(Rw, {0} x R™) = d (Rw,R;zg;O .

Woéwezas poniewaz v L {0} x R™, zatem na mocy obserwacji 1.1.3 j) i nieréwnosci trojkata dostajemy

(0, 0} x B") < (R, BT ) < o B+ (R BT ) =

= d (Rw, R*) + d(Rw, {0} x R™) < d (K,,R¥) + d(Rw, {0} x R™) < 1 — o+ d(Rw, {0} x R™).
Stad dla dowolnego w € K, N S"+tm—1
< d(Rw, {0} x R™),
czyli K, N S"t™=1 C B,. Stosujac obserwacje 1.1.3 j) i lemat 8.1.2 i) znajdujemy C,, > 0 taka, ze
4 (T (B9, Tym () = d (1 (B, m (T ) < d (m (BY),m (K,)
<Co-d (R Ky) =Co-d (R, Ty yyA) < Co - Clago) - V14 (Lay)? -z =yl
(I

Dowdd wlasnosci podniesienia warunku Verdiera wzgledem odwzorowan lokalnie lipschitzowskich
klasy CY, g > 2 przebiega analogicznie jak w przypadku warunku Whitneya (B). Istotnie,

Twierdzenie 8.2.5. Twierdzenie 7.1.6 pozostaje prawdziwe, jezeli warunek Whitneya (B) zastgpimy
warunkiem Verdiera.

Dowo6D. Niech zg € T'y NT'2. Istnieje wéwezas otoczenie Uy, punktu zq oraz stata C,, > 0 taka, ze
dla dowolnych z € I'; N Uy, y € A; N Uy, @ = 1,2 zachodzi

Przypadek I. Zatézmy, ze dim Ay N Ay = min{dim Ay, dim Az} = dim Ay (przypadek dimA; N Ag =
min{dim A;,dim A2} = dim Ay dowoduzi si¢ analogicznie). Wéwcezas podrozmaito$é Aj NA, jest otwarta w
Ay, zatem Ty (A1NAg) = Ty A1 dla dowolnych y € A1NA4 i namocy obserwacji 1.1.3j) dlaz € T'1NT'2NUy,,
y € Ay N Ay NU,, mamy

d(Tx(FlﬂI‘g) (AlmAQ)) (T Fl,TA ) X mo'|l‘7y|.
Przypadek II. Zalézmy teraz, ze dim A; N Ay < min{dim Ay, dim As}. Niech
Y= {(57 K) € GdimAl,n X GdimAz,n : dlm(S N K) =dimA; N A2}

7 implikacji w zalozeniach twierdzenia 7.1.6 otrzymujemy, ze po ewentualnym zmniejszeniu otoczenia
U, zbiér

2= {(TyA1,TyA2) € Gaimayn X Gdimay,n : Y €A NANUy,}

jest zwartym podzbiorem X. Na mocy wniosku 8.1.8 istnieje wiec stata 6’w0 > 0 taka, ze dla dowolnych
zel1NTaNU,,, y € Ay NA2NU,, mamy

d (wal NT,T, TyAl N TyAg) < 5:1:g . (d (Tml—‘l, TyAl) +d (TIFQ, TyAQ)) .

Poniewaz ¥ C ¥, wiec dla y € Ay N Ay N Uy, mamy Ty (Ay N Ag) = TyA; NT,As. Ponadto dla dowolnego
x €Ty NTyNU,, zachodzi T, (I'y NTy) C T,I'1y N T, T2, stad

d(TI (Flﬂrg) (AlﬂAg)) (T Fl OT FQ,T A1 OT AQ) Cxo 2010 . |£L’—'y|
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Twierdzenie 8.2.6. Niech m; : R" X R™ — R", w5 : R™ X R™ — R"™ bedq naturalnymi rzuto-
waniami. Rozwazmy T, A C R™ x R™ podrozmaitosci klasy C9, q > 2 takie, z2e T C A\ A, rzutowanie
m1|aur jest zanurzeniem homeomorficznym i restrykcje mi|r, m|a s@ zanurzeniami klasy C9. Zalézmy
dodatkowo, ze odwzorownie f = 7T2|AU1"O(7T1|AU1")_1 jest lokalnie lipschitzowskie. Wéwczas dla dowolnych
C? podrozmaitosci M, N C R™ takich, ze M,N C m(T) Um1(A), N C M\ M i rodzina {M,N} jest
zgodna ze stratyfikacjg {m (A), 7 (T)}, zachodzi implikacja

WV(M,N), WV(A,F) = Wv(graphf|M,graphf|N).

DowOD. Bedziemy oznaczaé wspoélrzedne punktu z € R™ x R™ jako z = (z,2'), gdzie z € R,
2/ € R™. Zauwazmy, ze jesli M, N C w1 (A) lub M, N C 7(I'), wéwczas WY (graphf|r, graphf|n)
zachodzi trywialnie, gdyz warunek Verdiera jest C? niezmienniczy.

Zatézmy, ze M C 71(A) oraz N C 7(T). Pokazemy, ze spelnione sa zalozenia! twierdzenia 8.2.5
zA =A Ay = M xR Ty =T, Ty = N x R". Z zalozenia otrzymujemy WV (A,T'), natomiast
WY (M x R™, N x R™) zachodzi dzieki obserwacji 1.1.3 k). Ponadto

graphfly =T N (N xR™) oraz graphfly = AN (M xR™)
sa C9 podrozmaitosciami, graphf|x C graphf|ar \ graphf|ar i dla dowolnych (z,z') € T' zachodzi*:

Niech (zg, x{,) bedzie dowolnie wybranym punktem z I'. Dzieki lokalnej lipschitzowosci odwzorowania f
(zob. obserwacja 1.1.9) znajdziemy otwarte otoczenia U(zo,z;) Punktu (0, x)) oraz a > 0 takie, ze dla
dowolnego (y,y') € AN Uy, 2y zachodzi § (T(,,nA, {0} x R™) > a > 0. Dzigki ciaglosci § otrzymujemy
wiec, ze dla dowolnej podprzestrzeni liniowej H, nalezacej do zbioru

{T(y,y')A € GdimA,n+m : (y7 y/) S A ﬁ U(ﬂ:o,a:(,))}

zachodzi nier6wnoéé

(W) §(H, {0} x R™) > a > 0.
Niech {(yu,9.)}ven C AN (M x R™) bedzie ciagiem zbieznym do punktu (zo, z(). Bez szkody ogdlnosci
mozemy przyjaé, ze {T(yyyy;/)(A N (M x Rm))}yeN jest zbiezny i

T yA— 51 oraz Tiy, 4y (M x R™) — S5 (v — +00),

YuvsYy,

gdzie S1 € GaimA,ntms 52 € Gdim M+mn+m- Wtedy ciag {T,, M}, en jest zbiezny, podprzestrzen S,

spelnia nieréwno$é¢ (N) oraz Sy = (VEI_POOT%M x R™. Zauwazmy, ze dim S7 N Sy > dim M, bowiem

dzigki (f) mamy inkluzje DETOOT(y"’yL)(Aﬁ(M xR™)) C $1NSs. Dzigki nieréwnosci (N') otrzymujemy, ze

S1N({0} x R™) = {0}, skad dim S1NS < dim M, zatem dim S1NSy = dim M = dim(AN(M xR™)). O
Whniosek 8.2.7. Warunek Verdiera jest warunkiem typu WL klasy C9, q > 2.

8.3. Wtasnoéé stozkowosci warunku Verdiera klasy C?, ¢ > 2

Lemat 8.3.1. Niech k bedzie ustalong liczbg naturalng, k < n i rozwazmy liniowq podprzestrzen
E C R", dimE = k. Niech L(E, E+) bedzie przestrzeniq wektorowg odwzorowan liniowych z normg
[|l|] = sup{|f(v)| : v € S,|v] =1}. Rozwazmy grassmannian Gy, z metrykq d oraz odwzorowanie

w:L(E,EY)>1 —1le Gk,n, gdzie 1= {v+l1l(w): wveE}
Wowczas ¢ jest lipschitzowskie oraz

v g€ LEEY) d(Fg)<2-If gl

DowoD. Niech v € E, |[v] = 1. Rozwazmy dwa odwzorowania f,g € L(E, E*). Wtedy dzieki
obserwacji 1.1.3 d) i nieréwnosci trojkata otrzymujemy
d(R v+ f(v) ,§> gd(R v+ f(v) R v+ g(v) ) N v+ flv)  v4g)
o+ (o)) o F@) ot g@)]) S | VIT 0P VI 0P

1inaczej twierdzenia 7.1.6 dla warunku Verdiera
2dzi(gki przecieciu transwersalnemu M x R™ i A w m1(A) X R™, por. obserwacje 1.1.8, 1.1.9
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7 lematu 8.3.1 natychmiast otrzymujemy nastepujacy

Whniosek 8.3.2. Niech A bedzie definiowalng podrozmaitoscig R™ klasy C, q > 2. Wowczas dla
dowolnego punktu xo € A istnieje stata Cy, > 0 oraz otwarte otoczenie U punktu xo takie, Ze

Va,yec UNA d(TzATyA) < Cqy - |z — vy
Przejdziemy teraz do bezposredniego dowodu wlasnoéci stozkowosci warunku Verdiera.
Twierdzenie 8.3.3. Warunek Verdiera ma wlasnosé stozkowosci klasy CY, q > 2.

DowOD. Poniewaz warunek Verdiera jest niezmienniczy wzgledem definiowalnych dyfeomorfizméw
kl. C?, mozemy bez szkody ogélnosci postugiwaé sie réwnowazng definicja wlasnosci stozkowosci, podang
w uwadze 6.1.2. Rozwazmy zatem dwie definiowalne podrozmaitosci M, N C R" klasy C', g > 2 i takie,
ze N C M \ M. Zalézmy ponadto, ze WY (M, N).

a) Pokazemy, ze zachodzi WY (M x (0;1), M x {1}). Niech 2y € M x {1}, 29 = (2}, 1) z pewnym
xy, € M. Na mocy wniosku 8.3.2 znajdujemy otoczenie U, punktu zj, w R" i stala C,» > 0 taka, ze

0 0
Va'ty €Uy "M  d(TwM, Ty M) < Cyy - 2" —y|.
Pokazemy otoczenie Uy, := Uy X (0;14¢), gdzie € > 0 i stata C, := Cwé spelniaja warunki tezy. Niech
x €Uy, N(M x{1}), y € Uy, N (M x (0;1)). Wtedy z = (2/,1), y = (v, Yn+1) z pewnymi punktami a’,
Y € Uy N M i yny1 € (0;1). Ponadto, To.(M x {1}) = Ty M x {0} oraz T,(M x (0;1)) = T,y M x R.
Stad na mocy obserwacji 1.1.3 j)
d(TpyM x {0}, Ty M xR) < d(TyM x {0}, Ty M x {0}) =d(TpyM, Ty M) < ng-|x’—y'| < Cypy-|lz—yl.

Dowéd WY (N x (0;1), N x {1}) jest analogiczny.

b) Dowéd WY (M x (0;1), N x (0;1)) wynika elementarnie z obserwacji 1.1.3 k).

¢) Niech 79 € N x {1}, zg = (2{,1). Dzigki WY (M, N) otrzymujemy otwarte otoczenie Uy, punktu
g 1 stala Cpy > 0 taka, ze

Ve Uy NN vy € Uy "M d(Tw N, Ty M) < Cyy - |z’ — /]
Okreslamy wigc szukane otoczenie punktu zg jako Uy, 1= Uy X (0,1+¢), gdzie € > 0. Niech Cy, := Cuy .-
Wtedy dla dowolnych x € Uy, N (N x {1}) oraz y € Uy, N (M x (0;1)) o wspélrzednych = = (z/,1),
Y=Y, Yns1), gdzie &’ € N,y € M, yp+1 € (0;1), otrzymujemy (dzieki obserwacji 1.1.3 7))
d(Tp(N x {1}),Ty(M x (0;1))) = d(Tw N x {0}, T,y M x R) <
d(Tp N x {0}, Ty M x {0}) = d(Tw N, Ty M) < Cyy - |2 — 4| < O, - |2 — 9.

Whniosek 8.3.4. Warunek Verdiera jest warunkiem typu T klasy C?, q > 2.
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