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1. WSTEP

Teoria pluripotencjatu na zwartych rozmaitosciach kahlerowskich powstata jako samo-
dzielna dziedzina w ostatniej dekadzie. O ile pewne wyniki znane juz byty duzo wczesniej
(szczegdlnie na przestrzeniach rzutowych) to dopiero niedawno, gltéwnie dzieki pracom
Guedja, Zeriahiego i ich wspélpracownikéow ([GZ1], [GZ2], [BGZ], [CoGZ], [EGZ], [BEGZ])
oraz Kolodzieja ([K2], [K3]) teoria ta rozwinela sie i oddzielita od teorii pluripotencjatu na
obszarach w C". Odnotujmy, ze gtéwng motywacja rozwoju tej dziedziny sa zastosowania
w geometrii i dynamice zespolonej.

Jako iz jest to teoria bardzo mtoda, nadal wiele wynikow jest jeszcze w formie dalekiej
od optymalnej. Takze wiele problemow pozostaje nierozwigzanych. Metody w tej dziedzinie
czesto opieraja sie na podobnych ideach jak w teorii plaskiej (pod tym okresleniem
bedziemy w pracy rozumie¢ teori¢ pluripotencjalu na obszarach w C"). Odnotujmy
jednak wyraznie iz "nowa” teoria nie jest prostym uogélnieniem ”starej” i nie wszystkie
wyniki z przypadku ptaskiego da sie przeniesc.

Celem tej pracy jest omowienie powstalej dziedziny, wyjasnienie podstawowych pojeé
i pomystow oraz zaprezentowanie ich zastosowan jak tez i mozliwych kierunkéow dalszych
badan. Akcent w pracy oczywiscie pada na wyniki wtasne autora wziete z prac [Dil],
[Di2], [Di3], [Di4] oraz ze wspélnej pracy z Z. Zhangiem [DZ].

Autor chcialtby juz na poczatku zaznaczy¢, ze jest to praca z analizy. Tak wiec czesé
geometryczna zostata potraktowana wylgcznie jako wyjadnienie struktury przestrzeni na
ktorej bedziemy pracowac, badz tez subtelnosci zwiazanych z konkretnym analitycznym
problemem. W wyniku tej konwencji rozdzial geometryczny rézni si¢ znaczaco od po-
zostatych - wickszosé z poje¢ tam wprowadzonych zostata oméwiona bardzo skrotowo i
zazwyczaj bez podawania przyktadéw (jednak z odsytaczami do literatury).

Intencja autora byto osadzenie wtasnych wynikéw we w miar¢ spojnych ramach rozwi-
nietej juz teorii. Z racji ograniczonej objetosci pracy niektore wazne wyniki zostaty
potraktowane skrétowo. Z kolei innym cze$ciom poswigcono znacznie wigcej uwagi niz
to zazwyczaj sie robi. W takich przypadkach autorowi chodzito o podkreslenie narzedzi,
ktore odgrywaja istotng role w oryginalnych wynikach pracy.

Praca dzieli si¢ na cztery rozdzialty. W pierwszym z nich zostala omdwiona teoria
pluripotencjatu na obszarach w C". Jako pierwsza zostala omdéwiona teoria pradéw ze-
spolonych. Elementem oryginalnym jest tu przyktad dwoch gladkich dodatnich (2,2)-
form na C* o niedodatnim iloczynie zewnetrznym. Przyklad ten pochodzi z pracy [Did].
Nastepny krotki podrozdziat zawiera szkic teorii topologii pluri-cienkiej. Dalej zostata
omoéwiona klasyczna teoria pluripotencjatu, w szczegdlnosci operator Monge’a-Ampere’a
(w przypadku ograniczonych funkcji plurisubharmonicznych), pojemnosci i funkcje ek-
stremalne. W kolejnym podrozdziale omowiona zostata teoria klas Cegrella. W ostatniej
czesci pierwszego rozdziatu zostal zaprezentowany jeden z glownych wynikow autora -
nieréwnosé¢ dla mieszanych miar Monge’a-Ampere’a. Wynik ten pochodzi z pracy [Di2].

W drugim rozdziale podano podstawowe fakty i definicje geometryczne wykorzysty-
wane w pracy. Czes¢ ta zaczyna sie od wprowadzenia pojecia zwartych rozmaitosci
kahlerowskich i pokazania kilku przyktadow. Nastepnie zostaly naszkicowane pewne po-
jecia zwigzane z dywizorami i wigzkami. Rozdzial konczy sie przedstawieniem pewnych
szczegdlnych klas dywizoréw (szerokich, nef i duzych), wiazki kanonicznej i klasy Cherna.

Trzeci rozdzial dotyczy rownania Monge’a-Ampere’a na zwartych rozmaitosciach
kahlerowskich. Jest to najwazniejsza cze$¢ pracy zawierajaca gltowne wyniki uzyskane
przez autora. Na poczatku omowiono geometryczng interpretacje rozwigzan tego row-
nania oraz naszkicowano dowdd twierdzenia Calabiego-Yau. Nastepna czes¢ zostata
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poswiecona waznemu uogdlnieniu form kéhlerowskich - tak zwanym duzym formom.
Wykazana zostala ciaglo$é rozwiazan w szczegbélnym przypadku (jest to wynik nalezacy
do Z. Zhanga, jednak pelme rozumowanie zostalo wziete z pracy [DZ]). W dalszych
podrozdziatach zostato oméwione réwnanie Monge’a-Ampere’a w klasach Cegrella. Kole-
jno naszkicowano dowdd istnienia rozwiazan (twierdzenie Guedja-Zeriahiego) oraz po-
dano dowdd jedynosci (jest to wynik autora pochodzacy z pracy [Di3]). Nastepnie
zostal omowiony problem stabilnosci rozwiazan. Przedstawiono trzy wazne wyniki w
tej dziedzinie nalezace odpowiednio do Blockiego [Bl5], Eyssidieux, Guedja i Zeriahiego
[EGZ] oraz Kotodzieja [K3]. Ostatni wynik zostat uogélniony i wzmocniony (rozumowanie
pochodzi z pracy [DZ]). Ostatnia cze$¢ tego rozdziatu zawiera twierdzenia o wyzszej reg-
ularnosci rozwigzan rownania Monge’a-Ampere’a.

Czwarty rozdziat dotyczy potoku Kahlera-Ricciego, jego zastosowan w geometrii oraz
probleméw z nim zwigzanych do ktorych rozwigzania mozna stosowaé metody teorii
pluripotencjatu. Rozdziat ten stuzy w pewnym sensie jako ilustracja aktualnych badan i
stawianych hipotez.

Odnotujmy, ze ciagtosé rozwiazan w przypadku duzych form, wykazana w [DZ], zostala
niedawno wykorzystana przez Songa i Tiana [ST2] oraz Tosattiego [To] do badania prob-
leméw geometrycznych. Natomiast nieréwnosé dla mieszanych miar Monge’a-Ampere’a z
pracy [Di2] i metody dowodu jedynosci z [Di3] zostaly uzyte przez Boucksoma, Eyssidieux
Guedja i Zeriahiego w pracy [BEGZ].

Teoria pluripotencjatu stata sie takze bardzo skutecznym narzedziem w dynamice ze-
spolonej. Szczegdlnie problemy zwigzane z regularnoscia potencjatow dla pradéw Greena,
jak i dla réznego typu specjalnych miar wydaja sie by¢ powigzane z teorig regularnosci
dla operatora Monge’a-Ampere’a opisanej w trzecim rozdziale. W pracy tej nie bedziemy
sie zajmowaé tymi zagadnieniami, odystamy tutaj do pracy Dinha, Nguyena i Siboniego
[DNS], gdzie mozna znalezé pewne wyniki czesciowo potwierdzajace wspomniane wyzej
zwigzki.

Notacja i konwencje. W pracy beda uzywane standardowe notacje i konwencje
stosowane w analizie. W wielu oszacowaniach state pomocnicze beda oznaczane jako C,
a w przypadkach, gdy statych tych jest duzo dla jasnosci bedziemy je numerowaé¢. Miare
Lebesgue’a bedziemy oznaczac¢ przez d niezaleznie od tego czy jest to miara w obszarze w
C" czy tez miara w mapie na rozmaitosci. Zgodnie z historycznym rozwojem matematyki
0 nie jest liczba naturalna.

Pewnym utrudnieniem przy pisaniu tej pracy byta nieustalona jeszcze terminologia.
Tak wiec w wielu miejscach oprocz nazwy przyjetej przez autora bedziemy tez podawac jej
synonimy wystepujace w literaturze. Podobnie bedzie w przypadku nieustalonej jeszcze
notacji (np. w klasach Cegrella na rozmaitosciach).

W zwiazku z niektérymi pojeciami z jezyka angielskiego autor stanat przed dylematem:
z jednej strony nie chcial powielaé ztej (lecz niestety modnej) praktyki wprowdzania kole-
jnych anglicyzmoéw do polskiej terminologii naukowej, z drugiej zas jest on zdania iz praca
doktorska nie jest wlasciwym miejscem do ustalania polskiego nazewnictwa. Dodatkowo
nalezy podkresli¢ iz wigkszos¢ ktopotéw byta zwiazana z terminologia geometryczng czyli
tematyka drugorzedng w pracy. Przyjety wigc zostat wariant kompromisowy dostownego
tlumaczenia wyrazéw na jezyk polski (np. ”big divisor” zostalo przettumaczone jako
dywizor duzy). Autor zdaje sobie sprawe iz czesto nie oddaje to pelnego sensu (badz
tez gry stow) angielskiego odpowiednika. Wyjatki od tej reguly stanowia wyrazy juz
utrwalone w polskiej terminologii (np. nef dywizor) oraz pojecie ”variety”, ktore zostato
przettumaczone jako zbiér analityczny (choé ta ostatnia nazwa w polskiej terminologii
oznacza istotnie szersze pojecie). Tam gdzie byto to mozliwe autor starat sie takze unikaé
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wyrazéw zawierajacych przedrostki ”quasi” badz ”pseudo”, gdyz jego zdaniem $wiadcza
one o sztucznosci i matym znaczeniu definiowanych obiektow.

Podziekowania. Przede szystkim chcialbym podzickowa¢ moim dwém ojczyznom
Butgarii i Polsce za stworzenie warunkéw do mojej edukacji i rozwoju naukowego, cho¢
okres ten przypad! na bardzo trudne dla Nich czasy.

Stowa podzickowania nalezg si¢ takze moim rodzicom ktoérzy, nie bedac naukowcami,
stworzyli woko6t mnie odpowiednia atmosfere i zawsze mnie wspierali w moich poczyna-
niach.

Chciatbym takze wyrazi¢ wdziecznos¢ moim pierwszym nauczycielom z czasow szkol-
nych Georgi Dymitrowowi i profesorowi Nikotajowi Nikotowowi za rozbudzenie i pok-
ierowanie moich matematycznych zaiteresowan.

W czasie studiéw, seminariéw i zaje¢ wielki wplyw na mnie wywarli profesor Marek
Jarnicki, profesor Wlodzimierz Zwonek, profesor Zbigniew Blocki oraz doktor Armen
Edigarian. Im, a takze innym nauczycielom akademickim Instytutu Matematyki Uniwer-
sytetu Jagiellonskiego, ktérzy mieli istotny wktad w moj rozwdj matematyczny sktadam
stowa szczerego podziekowania.

W trakcie studiow doktoranckich mialem mozliwos¢ przebywaé¢ godcinnie na Uniwer-
sytecie w Tuluzie (Francja) na zaproszenie profesora Ahmeda Zeriahiego, jak tez i na
Uniwersytecie w Umea (Szwecja) na zaproszenie profesora Urbana Cegrella. Pobyty te
wzbogacily méj swiatopoglad matematyczny (i nie tylko) oraz przyczynity sie istotnie do
powstania tej pracy. Tak wiec sktadam wyrazy wdziecznosci obu profesorom i Uniwer-
stytetom za okazang goscinnosc.

Wiele takze skorzystatem z rozméw ze starszymi i mtodszymi kolegami. Nie moze wiec
zabraknaé¢ podziekowan dla mojego brata Zywomira Dinewa, a takze dla Grzegorza Ka-
pustki, Szymona Plisia i Lukasza Kosinskiego jak tez i dla moich zagranicznych przyjaciot
Zhou Zhanga i Phama Hoanga Hiepa.

Najwicksze wyrazy wdzigcznosci jednak niewatpliwie naleza sie mojemu promotorowi
profesorowi Stawomirowi Kotodziejowi. Za wysitek wlozony w moj rozwdj, za cierpli-
wos¢ przy korektach, za wszystkie cenne uwagi, za olbrzymia ilos¢ poswieconego czasu -
serdecznie dziekuje.

Powstanie pracy byto wspoéHinansowane przez ministerialny grant promotorski N N
201 271135.

2. PODSTAWOWE POJECIA I DEFINICJE

2.1. Teoria pluripotencjatu.

2.1.1. Prqdy. Prady sa podstawowym narzedziem w teorii pluripotencjatu. Sg to uogdl-
nienia form rézniczkowych. Ponizej przedstawimy potrzebne pojecia.

Definicja 2.1.1 (Prady). Niech 2 bedzie obszarem w R™.  Prgdem stopnia p w €
nazywamy forme rozniczkowq stopnia p na Q ktorej wspotczynniki sq dystrybucjami.
Przestrzen pradow stopnia p w §2 oznaczamy przez Dy(S2).

Uwaga 2.1.2. Definicja ta przenosi sie w oczywisty sposéb na gtadkie rozmaitosci.

Prad stopnia p dziata na formach prébnych stopnia (n — p) (czyli (n — p)-formach o
wspolezynnikach w C°(£2)) w nastepujacy sposéb:

Niech
o= 'psdr,

[J|=n—p
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bedzie forma prébna (stosujemy tu nastepujace oznaczenia: J = (ji,j2, -, Jnp) jest
wielowskaznikiem, dx; := dx;, Adwj, N--- Adwj,_, a znak " oznacza sumowanie tylko po
uporzadkowanych wielowskaznikach tzn. 1 < j; < --- < j,—, < n). Jezeli O jest pradem
stopnia p, to mozna go zapisa¢ jako

@ = Z /@]dxj,
[|=p
gdzie O sa dystrybucjami. Dzialanie © na ¢ okreslamy jako
©(¢) = Z , Z 'Or(¢s)dxr Ndz,.
[J|=n—p |I|=p

Oczywiscie tylko wielowskazniki I bedace dopelieniami J (tzn. TUJ = {1,2,--- ,n})
daja niezerowy wktad do sumy.

Dalej w pracy czesto bedziemy definiowa¢ prady poprzez okreslenie ich dzialania na
formach prébnych odpowiedniego stopnia.

Uwaga 2.1.3. Wszystkie operacje algebraiczne jak sumowanie czy mnozenie przez funkcje
ktore da sie okresli¢ na dystrybucjach przenoszq sie w sposob naturalny na predy.

Podstawowym przyktadem jest pred catkowania:

Przyktad 2.1.4. Niech X bedzie podrozmaitosciq Q2 (dla ustalenia uwagi kowymiaru 1).
Definiujemy prad calkowania [X] za pomocg wzoru

[X](6) = /X 5,

gdzie ¢ jest (n—1)-formq o wspélczynnikach w CP(£2). Na przykiad gdy X jest okreslona
przez {x = (w1, ,x,) € Q| x, =0}, [X] réwna si¢ 0 oydxy, gdzie 6 o) jest waluaciq

0a,0) () == (2", 0).

Omoéwmy teraz sytuacje zespolong. Wiadomo iz dz; oraz dz; tworza baze w przestrzeni
1- form, istnieje wiec naturalny rozklad na sume prostg dla r-form w Q C C™ dany przez

CP(Q) = @ qu(ﬂ),
ptg=r
gdzie C, ,(2) skltada si¢ z form typu
¢ = Z "brydzr Ndzy,
[l=p, |J|=q

(tu, jak wyzej, dzy := dzy, \--- Ndz;,, dzZ; == dzj, \--- NdZ;,, oraz oba wielowskazniki sg
uporzadkowane).
Podzial ten implikuje definicje zespolonych (p, q)-pradéw:

Definicja 2.1.5. (p, q)- prad zespolony to (p, q)-forma (czyli forma dwustopnia (p,q)) ze
wspdlezynnikami bedgcymi (zespolonymi) dystrybucjami. Przestrzen zespolonych (p,q)-
pradow bedziemy oznaczac przez D, q)(£2).

Uwaga 2.1.6. Tak jak w przypadku rzeczywistym pojecie to przenosi sie¢ na rozmaitosct
zespolone.

Jako przyktad rozwazmy prad [Z] = [Z,,] calkowania po zespolonej hiperptaszczyznie

Z={z=(z1,,2n) €Q| 2,=0}.
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Jest to (1, 1)-prad, ktéry rowna sie 0. oydzn A dZ, (02 0) jest, jak poprzednio, waluacja
S o)) = (2,0).).

Dalej w pracy bedziemy rozpatrywaé wytacznie prady zespolone. Dlatego czesto be-
dziemy je skrétowo nazywaé pradami.

Definicja 2.1.7 (Prady rzeczywiste). Prqd (zespolony) nazywamy rzeczywistym jezeli
0 =06.

Oczywistym warunkiem koniecznym na to by (p, ¢)-prad byl rzeczywistym jest p = q.
W tym przypadku warunkiem koniecznym i wystarczajacym by prad © byl rzeczywisty
jest warunek aby wspétezynniki ©; 7 spelniaty (w sensie dystrybucji zespolonych) réwnosé

@Ij =0,
W szczegolnosci wspotezynniki © ;7 musza by¢ rzeczywistymi dystrybucjami.

Ponizej bedziemy sie zajmowaé¢ wytacznie pradami rzeczywistymi.

Przyktad 2.1.8. [Z,] jest przykladem rzeczywistego (1,1)-pradu. Mozna pokazad, ze prgd
catkowania po dowolnej zespolonej podrozmaitosSci wymiaru p jest prgdem rzeczywistym
typu (n —p,n —p).

Szczegblnie interesujace w teorii pluripotencjatu sa tzw. predy dodatnie.

Definicja 2.1.9 (Prady dodatnie). Prgd zespolony T dwustopnia (k,k) nazywamy
dodatnim jezeli dla dowolnych (1,0)-form prébnych aq,-- - , g zachodzi nieréwno$é

T ANiog ANog Atog ANdg A -+ Aoy N O—g > 0.

W [LG] mozna znalezé dowdd nastepujacej propozycji, ktéra w szezegdlnosci pokazuje
iz prady dodatnie sg bardzo szczegdlnym przypadkiem pradoéw zespolonych:

Propozycja 2.1.10. Wspdlczynniki pradow dodatnich sq miarami zespolonymi (czyli
dystrybucjami rzedu 0).

Ponizej podajemy dwa fundamentalne przyktady pradéw dodatnich:

Przyktad 2.1.11. Prqd [Z,] (ogdlniej: dowolny prad catkowania po zespolonej podroz-
maitosci) jest prgdem dodatnim.

Drugi przyktad pokazuje zwigzek pomiedzy funkcjami plurisubharmonicznymi a pra-
dami dodatnimi:

Przyktad 2.1.12. Jesli u jest funkcjq plurisubharmoniczna to (1,1)-pred i00u jest do-
datni. Stosujemy tu standardowe oznaczenia na operatory 0 oraz O bedgce odpowiednio
(1,0) oraz (0,1) czeécig operatora d réimiczki zewnetrznej. Dodatniosé i00u wynika z
nastepujgcego rozumowania: grupujgc wyrazy w iloczynie zewnetrznym

i00u Ny Nag N NG A -+ - AN icty—1 A G,
uzyskamy forme Leviego funkcji u na pewnym polu wektorowym zaleinym od cy, - -+, 1.

Uwaga 2.1.13. Przykiad ten mozna w pewnym sensie odwrocic. Mianowicie jezelt T jest
dodatnim (1,1)-prgdem, to lokalnie zawsze mozna znaleZé plurisubharmoniczng funkcje u
takq, ze i00u =T (dowdd tego wyniku mozna znaleZé w [LG]).

Podstawowa operacja w teorii pluripotencjatu jest iloczyn zewnetrzny pradéw. Oczy-
wiscie nie zawsze jest to operacja wykonalna, gdyz nie zawsze da sie mnozy¢ wspotezyn-
niki pradow (ktore sa dystrybucjami). Jednak w pewnych przypadkach da sie iloczyn
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zewnetrzny zdefiniowaé. Gdyby, na przyktad, jeden z pradéw miat gtadkie wspoétezynniki
(czyli byt zwykla forma rézniczkowa) to operacja ta jest dobrze okreslona.

[stotnym problemem jest czy iloczyn zewnetrzny pradow dodatnich jest rowniez do-
datni. Waznym wynikiem jest tu nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.1.14. Jesli © jest (p,p)-pradem dodatnim, T jest (1,1)-pradem dodat-
nim oraz jeden z tych prgdow jest zwyktq gtadkq formq rozniczkowq, to prod © N'T jest
dodatnim (p+ 1,p + 1)-pradem.

Uwaga 2.1.15. W powyzszym twierdzeniu zalozenie, Ze jeden z pradéw jest typu (1,1)
jest istotne. Bedford i Taylor [BT1] oraz niezaleznie Harvey i Knapp [HaK] wykazali, Ze
w przypadku wyzszych stopni twierdzenie to nie musi zachodzic. Przyktad ponizej (wziety
z pracy [Did] ) pokazuje, Ze iloczyn zewnetrzny dwéch gladkich dodatnich (2,2)-form w C*
nie must byc¢ dodatni.

Zanim podamy przyktad wykazemy najpierw pomocnicza propozycje:

Propozycja 2.1.16 (|Di4]). Niech o = Z]II=2,\J\=2 ary eg Ney bedzie gladkg (2,2)-formag
na przestrzeni C*. « jest dodatnia wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego s € M zachodzi
sAsT >0, gdzie zbiér M to zespolony stozek zdefiniowany przez

M := {(s1, 52,53, 54, 85, 56) € C°| 5156 + 5354 = 555 } -

(Stosujemy tu oznaczenia ey = dz;, Ndzy,, I = (i1, i), A jest macierzq arj);.5, a 8T 0z-
nacza transponowany (czyli kolumnowy) wektor). Innymi stowy A jest dodatnio okreslona
w kierunkach wyznaczonych przez M.

Dowdd. Wezmy dowolne (1,0)-formy v = >
sprawdzi¢, ze wspétezynnik iloczynu o Aiy AF A A 3 jest nieujemny. Jest to réwnowazne
nieréwnosci a Ay ABAYA LG > 0, ktéra po elementarnych przeksztatceniach sprowadza
sie do

4

=1 Cjdzj oraz 3 = Z?:l bjdz;. Wystarczy

@(017 C2, C3, C4, b17 b27 b3a b4)A@(Cl7 C2, C3, Cy4, b17 b27 b3a b4)T Z 07

gdzie © to odwzorowanie

.8
O : C° > (21, 22, 23, 24, W1, Wo, W3, Wy) — (21We — 20W1, —21W3 + 23W1,
6

21Wy — Z4W1, ZoW3 — Z3We, —ZoWy + Z4We, 23wy — 24w3) € C°.

Teza wynika teraz z (do$¢ niespodziewanej) obserwacji iz ©(C®) = M, co mozna sprawdzi¢
elementarnymi rachunkami. U

Oto zapowiadany przyktad:
Przyklad 2.1.17. Niech

(= %dzl/\dzg Adzy Adzy + ¥d23/\d24/\m+d21/\d23/\m
+dzy Ndzyg Ndzy Ndzy + dze Adzg Adzg Adzs + dzg Adzy Adzy A dzy
—%dzl Adzo Ndzg N dzy — %dz;g/\dzq Adz Adzs,

n= e Ny AT AT e A AT A+ dey Ads N T A
+dzy ANdza Ndzy ANdzg + dzg Adzs ANdzo ANdzs + dzg Adzg ANdzo A dzy

21 — 21 -
—f-zdzl VAN dZQ A ng VAN dZ4 + Zng VAN dZ4 A le VAN dZQ.
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Wtedy

19 21
(AN = (2<Z>2 +4— Q(Z)z)dzl ANdzg Ndzs ANdzyg Ndzy Ndzg Ndzg Ndzy =

= —06dzy ANdzg Ndzg Ndzy Ndzy Ndzg Ndzs N\ dzy,
a wiec prad ¢ An nie jest dodatni.

Wykazemy ponizej, ze C jest prgdem dodatnim (dodatnio$é n dowodzi sie analogicznie):
7 powyzszej propozycyi i elementarnych przeksztatcen wynika, ze wystarczy pokazac 1z

1
|2’2’2 —+ ‘23’2 + ‘Z4|2 -+ |Z5‘2 -+ 5‘26 — 2’1’2 — 1’21 + 26‘2 Z 0

dla dowolnego z € M.
Szacujemy:
1
|20]* + [z3]* + |2a|* + [25]* + 5|26 — 21[* — Z'Zl + 26 > [zaf* + |23|* + [2al® + [25[*+
1
+ |2’6 — 21’2 — Z'Zl + Z6|2~
Jest to wyrazenie jednorodne, mozna wiec zalozyc iz ||z|| = 1 (i nadal z € M ). Sted
wynika, zZe
1
|20]? + [z3]* + |2a|* + [ 25]* + |26 — 21]* — Zlat z|* >
— 1 2 1 2
> 1-— 2§R(ZIZ6) - z_l‘zl + 26| > 1-— 2’2126| - Z_l|21 + 26| =
1 1
=1- 2’2’22’5 — 242’3’ — 1’2’1 + 26’2 > 1-— ’2’2‘2 — |23’2 — ‘24‘2 — ’25‘2 — 4_1’21 + 26|2 =
1 1
= |z |* + |2z]* — Z|Z1 + zg)* > Z|Z1 + z6]* > 0.
Wiecej informacji o pradach mozna znalezé w [Hol, [Kli], [LG] oraz [K4].

2.1.2. Topologia pluri-cienka. Funkcje plurisubharmoniczne nie muszg by¢ cigglte. Wynika
stad, ze standardowa topologia przestrzeni euklidesowych jest niedopasowana do tej klasy
funkcji. Naturalne jest w takim przypadku zdefiniowanie subtelniejszej topologii, ktéra
bierze pod uwage osobliwosci plurisubharmoniczne. Intuicyjnie, topologia pluri-cienka
jest najstabsza topologia w ktorej wszystkie funkcje plurisubharmoniczne sg ciagte.

Definicja 2.1.18 (Topologia pluri-cienka). Topologia pluri-cienka to topologia w C™
zdefiniowana przez baze

Z/[B(zvr)7¢aa - {w E B<Z7T)| ¢<Z) > a? ¢ E PSH? a e R}?
gdzie B(z,r) to kula o promieniu r i $rodku w z.

Uwaga 2.1.19. Zazwyczaj topologia ta jest defintowana w inny sposéb i wtedy powyzsza
definicja wynika jako wniosek. Bardziej szczegolowe omowienie tego pojecia mozna znalezé
w [Kli].

Obserwacja 2.1.20. Kazdy zbior otwarty w topologii euklidesowej jest rowniez otwarty
w topologii pluri-cienkie;.
9



Podamy teraz przyktad ktory ilustruje jak wielkie sg réznice pomiedzy nowa topologia
a topologia euklidesowaq.

Przyktad 2.1.21. Wiadomo (patrz np. [Kli]), Ze istnieje funkcja plurisubharmoniczna
h w C", taka, ze h # —o0, ale zbidr {h = —oo} jest gesty w C*. Tak wiec

U={ze€C"| h(z) >—c}

jest otwartym zbiorem w topologii pluri-cienkiej (i zbiorem niepustym, o ile ¢ > 0 jest
duze), lecz U ma puste wnetrze Euklidesowe.

Obserwacja 2.1.22. Topologia na rozmaitosciach jest indukowana za pomocg topologii
w mapach. Wynika stqgd, ze topologie pluri-cienkq mozna zdefiniowaé na dowolnej roz-
mazitosci zespoloney.

Konczac krotkie omowienie tego tematu udowodnimy wazne twierdzenie, z ktorego
skorzystamy po6zniej:

Twierdzenie 2.1.23. Kazdy niepusty otwarty zbior w topologii pluri-cienkie; ma dodat-
nig miare Lebesque’a.

Dowdd. Oczywiscie wystarczy wykaza¢ teze dla zbiorow z bazy topologii. Przypusémy
niewprost, Ze miara pewnego niepustego zbioru Up; ¢, Wynosi zero. Skoro jest to zbior
niepusty, to istnieje w € B(z,r), takie, ze ¢(w) > a. Ustalmy maly promien 7/, tak
aby kula B(w,r’) byta relatywnie zwarta w B(z,r). Funkcja ¢ jest poélciagta z gory
(w topologii euklidesowej), dostaniemy wiec, Ze suppw,¢ = ¢ < +00. Korzystajac z
nieréwnoséi wartosci srednich dla funkcji plurisubharmonicznych otrzymamy (A(A)- to
objetos¢ zbioru A)
1

0 < o) € §rgr— /B PRCCOE

< 1

~ A(B(w, 1))

1
+ WC/\[B(U}, 7”/) N UB(z,r),qﬁ,a] S a,

czyli sprzecznosé. O

aA[B(w, ") \ Up(zr),6,0)+

2.1.3. Operator Monge’a-Ampére’a dla ograniczonych funkcji plurisubharmonicznych. Op-
erator Laplace’a mozna traktowaé jako slad hessjanu zespolonego funkcji. Gdy wymiar
przestrzeni jest wigkszy niz 1 $lad nie zawiera pelnej informacji o macierzy Hessego.
By znalez¢ warto$ci wlasne macierzy potrzebne sa wszystkie wspotczynniki wielomianu
charakterystycznego. Stad wynika potrzeba badania wyznacznika (i wszystkich posred-
nich niezmiennikéw) zespolonego hessjanu.

Definicja 2.1.24 (Zespolony operator Monge’a-Ampeére’a). Niech u bedzie C?-
gtadkq funkcjq zdefiniowang w pewnym obszarze w C™. Operator Monge’a-Ampére’a dzi-
ata na w za pomocg wzoru

0%u )
82j8§k '

W jezyku form rézniczkowych, ktory jest bardziej uzyteczny w analizie (i dlatego
bedziemy go od tej pory uzywac) mozna ten operator zapisaé jako

2

8zj8§k
10

MA(u) = 4"n! det(

MA(u) := 4"n! det(

)\ = (dd°w)",



gdzie, jak zwykle, d = 0 + 0, d° := i(0 — 0) (a wiec dd® = 2i00) oraz
(ddu)" :=dd°uN---Ndd°u,.

Vv
n—razy

Z liniowosci operatora Laplace’a wynika, ze mozna rozszerzy¢ jego dziatanie réwniez
na niegtadkie funkcje (w sensie dystrybucyjnym). Jest to istota teorii potencjalu. W
przypadku funkcji plurisubharmonicznych mozna zawsze zdefiniowa¢ dd€wu jako dodatni
(1,1)-prad, lecz definiowanie iloczynéw zewnetrznych wyzszych rzedéw jest problematy-
czne.

Korzystajac z teorii pradow zespolonych mozna jednak zdefiniowa¢ miare Monge’a-
Ampere’a dla dowolnych lokalnie ograniczonych funkcji plurisubharmonicznych.

Twierdzenie 2.1.25 (Bedford-Taylor [BT2|,[BT3]). Niech ug,uy,---,u, € PSHN
L>. Wtedy:

e dla kazdego k € {1,--+ ,n} wydd®us ANddus A --- A\ dduy, jest dobrze okreslonym
pradem zespolonym. W szczegdlnoSci mozna zdefiniowaé (indukcyjnie)
ddug A dd®uy A ddusg A - - - A\ ddCuy, = dd®(updd®uy A ddus A - - - A\ dduy,),

o (ddug)™ jest dodatnig miarg Radona,

o tak zdefiniowany operator jest ciggly ze wzgledu na ciggi monotoniczne (malejgcee
lub rosngce) tzn. jezeli {uf} \, uj, lub {uf} /" u;, (uf € PSHNL®) to

ugdduf A ddul A -+ Adduy — uodduy Addug A - - - A ddCuy,
gdzie zbieznosc¢ rozumiemy w stabej topologit prgdow.

Wynik ten pokazuje, ze w przypadku ograniczonej funkcji plurisubharmonicznej mozna
poprawnie okresli¢ borelowska miare Monge’a-Ampere’a. Definicja ta pokrywa sie z
definicja klasyczna dla gtadkich funkeji plurisubharmonicznych.

7 powyzszego twierdzenia dostajemy ciagltos¢ tak zdefiniowanego operatora Monge’a-
Ampere’a ze wzgledu na ciggi monotoniczne. W przypadku operatora Laplace’a, staba
zbiezno$¢ funkceji subharmonicznych implikuje stabg zbiezno$é ich laplasjanéw. Powstaje
pytanie czy tak samo jest w sytuacji operatora Monge’a-Ampere’a. Odnotujmy, ze z
klasycznych wynikéw dotyczacych funkeji plurisubharmonicznych wynika (patrz np. [Ho))
iz staba zbieznosé w klasie PSH jest réwnowazna zbieznosci w L} = dla dowolnego p >
1. Przyktad Cegrella pokazuje jednak, ze operator Monge’a-Ampere’a jest nieciggly ze
wzgledu na staba zbieznosc.

Przyktad 2.1.26 ([Cel], patrz réwniez [CeK1]). Istnieje cigg u; lokalnie ograniczonych
funkcji plurisubharmonicznych w C? zbieiny slabo (a wiec réwniez w LY . Vp > 1) do
lokalnie ograniczonej funkcyi plurisubharmonicznej u oraz miara borelowska y, takie, zZe
(ddu;)" — p # (dd°u)™. Co wiecej w kuli jednostkowej (n > 1) istniejg u; oraz u o
tych samych wtasnoéciach, przy czym dodatkowo wszystkie funkcje u; oraz u majq takie
same wartosci brzegowe.

Przyktad ten prowadzi do naturalnego pytania jakie warunki musi spetniaé ciag funkcji
plurisubharmonicznych u; zbiezny w L* do u, tak aby mozna bylto stwierdzié iz (dd® u;)"* —
(dd€u)™. OdpowiedZ na to pytanie poznamy nieco p6zniej, kiedy wprowadzimy odpowied-
nie pojecia.

Bardzo uzyteczny jest nastepujacy fundamentalny wynik uzyskany przez Bedforda i

Taylora (patrz [BT4]).
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Twierdzenie 2.1.27. Niech u, v bedq lokalnie ograniczonymi funkcjami plurisubhar-
monicznymi w obszarze zawartym w C". Wtedy zachodzi réwnosé

X{usv}(dd°u)" = X{usoy(dd® max(u, v))".
(xa to funkcja charakterystyczna zbioru A).

Istota twierdzenia polega na tym, ze u oraz v nie musza by¢ ciagle, a wiec zbioér
borelowski { « > v } nie musi by¢ otwarty w topologii euklidesowej (cho¢ oczywiscie jest
otwarty w topologii pluri-cienkiej). Jako wniosek dostaniemy stosunkowo prosty dowd6d
nierownosci, znanej jako zasada porownawcza:

Twierdzenie 2.1.28 (Zasada poréwnawcza [BT2|, [BT3]). Niech Q@ C C" bedzie
obszarem, oraz u, v € PSH(Q) N L>*(Q). Zalozmy, ze zbior {u > v} jest relatywnie

zwarty ). Wtedy
/ (ddcu)"g/ (dde o).
{u>v} {u>v}

Zasada porownawcza jest jednym z najwazniejszych narzedzi w teorii pluripotencjatu.
Roézne jej wersje bedg sie pojawia¢ wielokrotnie w dalszych czesciach pracy.

Dowdéd. Zastosujemy pomyst pochodzacy z [GZ2]. Zauwazmy najpierw, ze skoro zbior
{u > v} jest relatywnie zwarty, to modyfikujac u oraz v w poblizu brzegu, (co nie zmienia
wyrazen w naszej tezie), mozna zatozy¢ iz u = v w otoczeniu 9. Wtedy jednak, z wersji
twierdzenia Stokesa (patrz [Bl1], gdzie podano formalny dowdd tego punktu) dostaniemy

/(ddcu)" _ /(ddcv)" _ /(ddcmax(u, )"
Q Q Q
7 tego wynika, ze

/{u>v}(ddcu>n B /{wv}(ddcmaﬂ?(% v)" = /(ddcmax(u, v))"—

Q

_/{ugv}(ddcmax(u, v))" < /Q(ddcv>n_/{u<v}(ddcmax(u, o))" =

:/Q(ddcv)”—/{u<v}(ddcv)":/{uzv}(ddcv)”.

Zamieniajac u na u—e, € > 0 znowu rozwazane zbiory beda relatywnie zwarte, dostaniemy
wiec

/ (dd® u)" :limg_@/ (dd° u)" < zzmﬁo/ (dd° v)" :/ (dd° v)".
{u>v} {u—e>v} {u—e>v} {u>v}
U

2.1.4. Pojemnosci. Jak juz wspomnieliSmy operator Monge-Ampere’a jest nieciggly ze
wzgledu na zbiezno$é w L. Przypomnijmy takze, ze w przypadku jednowymiarowym
pewne zbiory o zerowej mierze Lebesgue’a zachowujg si¢ z punktu widzenia teorii potenc-
jatlu jak "duze zbiory”: np. potencjat newtonowski jest poprawnie okreslony dla odcinka
lub tuku w C.

Wszytko to wskazuje, ze teoria miary nie wytawia catej informacji zakodowanej w
funkcjach plurisubharmonicznych.

Whiasciwa teoria analizujaca te subtelnosci byta dawno znana w teorii potencjatu na
plaszczyznie - jest nig teoria (newtonowskiej) pojemnosci. Opiera si¢ ona jednak istot-

nie na liniowosci laplasjanu. Tak wiec w wyzszych wymiarach potrzebny byl nieliniowy
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odpowiednik tego pojecia. Zostal on wprowadzony przez Bedforda i Taylora w pracy
[BT3| gdzie rozwinieto teorie pojemnosci wzglednej.
Ponizej omowimy podstawowe pojemnosci uzywane w analizie zespolonej:

Definicja 2.1.29 (Pojemnosé wzgledna). Niech K C € bedzie zwartym podzbiorem
obszaru 2 C C". Pojemnosé wzgledna jest zdefiniowana za pomocg wzoru

cap(K, Q) = sup{/ (dd°w)"| we PSH(Q), 0 <u < 1}.
K

Definicje mozna rozszerzy¢ na dowolny zbior borelowski E zawarty w €2 ktadac
cap,(E,Q) := sup{cap(K,Q) | K C E, K zwarty}.

Pojemno$¢ ta jest niezwykle skutecznym narzedziem w teorii pluripotencjatu. W wielu
sytuacjach zachowuje si¢ ona analogicznie do pojemnosci newtonowskiej znanej z przy-
padku ptaszczyzny.

Efektywne wyliczenie pojemnosci relatywnej (poza bardzo szczegdlnymi przypadkami)
jest niewykonalne. Jednak mozna wprowadzi¢ bardzo pomocna funkcje, ktéra w pewnym
sensie realizuje supremum z definicji:

Definicja 2.1.30 (Relatywna plurisubharmoniczna funkcja ekstremalna). Niech
K C Q bedzie zwartym podzbiorem obszaru €2 C C". Definiujemy relatywng funkcje
ekstremalng jako

ugq =sup{v(z) |ve PSH(Q), u<0, ulg < —1}.

Regularyzacja gérna u
U}Q(z) = limsup¢—,uk,a(C)
jest funkcja plurisubharmoniczng.
Zanim podamy podstawowe wyniki dotyczace zwigzkéw pomiedzy pojemnoscia i funkcja
ekstremalna wprowadzimy pojecie obszaru hiperwypuktego w C™.

Definicja 2.1.31. Obszar 2 C C™ nazywamy hiperwypuklym, jezeli istnieje cigglta ujemna
plurisubharmoniczna funkcja definiujgca w. Jest to taka funkcja, ze dla kazdego ujemnego
¢ zbiory {u < ¢} sq relatywnie zwarte w €.

Obszary hiperwypukte sa pseudowypkle, ale nie na odwrét. Intuicyjnie na te ob-
szary mozna patrze¢ jak na wielowymiarowe odpowiedniki obszaréw regularnych (na
plaszczyznie) wzgledem operatora Laplace’a. Odnotujmy jednak wyraznie, ze obszar (w
C", n > 1), ktéry jest regularny wzgledem operatora Laplace’a nie musi byc hiperwypukty-
przyktadem jest trojkat Hartogsa.

Ponizej wymieniamy podstawowe wyniki dotyczace omawianych pojeé¢ (wiecej szcze-
gbtow, wraz z dowodami, mozna znalezé w [Kli]):

Twierdzenie 2.1.32. Niech Q0 C C" bedzie obszarem, a K jego zwartym podzbiorem.
Zachodzq nastepujgce fakty:
(1) K jest pluripolarny wtedy i tylko wtedy gdy cap(K, ) = 0.
(2) Miara (dd°uj o)™ ma nosnik zawarty w K.
(3) ux.q = —1 we wnetrzu zbioru K, a takze na OK za wyjgtkiem zboru pluripolarnego.
(4) Jezeli Q) jest dodatkowo hiperwypukty, to

cap(K, Q) = /

(@ ieo) = [ ~uicaldd o)

Q

Ponizej wprowadzimy pojecie zbieznosci wzgledem pojemnosci (wzglednej):
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Definicja 2.1.33 (Zbiezno$é wzgledem pojemnosci). Mowimy, ze cigg funkcji plu-
risubharmonicznych w; na zbiorze otwartym ) zmierza wzgledem pojemnosci do funkcji
plurisubharmoniczne) u, jezeli dla kazdego zbioru zwartego K C €2 i kazdego € > 0 mamy

limj_oocap(K N { |u; —u| >¢€,Q})=0.
Znaczenie tego pojecia wynika z nastepujacego twierdzenia Xinga ([X]):
Twierdzenie 2.1.34 (Twierdzenie Xinga). Jezeli {uﬁk) Yoo k=1, n bedg lokalnie
jednostajnie ograniczonymi ciggami funkcji plurisubharmonicznych na pewnym obszarze
Q zbieinymi wzgledem pojemnosci odpowiednio do funkeji plurisubharmonicznych u™® | to

ddcul) A A ddeul — ddeu A A dd u™,

gdzie zbieznosc rozumiemy w sensie stabej zbieznosci miar. Innymi stowy operator Monge a-
Ampére’a jest ciggly ze wzgledu na zbieznosé w sensie pojemnosci.

Ponizej wprowadzimy jeszcze jedng pojemnosé, zwanag pojemnosciq Siciaka. Nie jest
ona bezposrednio powiazana z operatorem Monge’a-Ampere’a, za to opiera sie na osza-
cowaniach dla (specjalnych) funkcji plurisubharmonicznych. Czesto wiec zwiazki pomiedzy
tymi dwoma pojemnosciami stanowig techniczne narzedzie w teorii pluripotencjatu pozwala-
jace maksymalnie wykorzysta¢ rozwinietg teorie. By wprowadzi¢ pojemnosé logaryt-
miczng, potrzebujemy kilku definicji.

Zdefiniujmy pewng szczegdlng klase funkcji plurisubharmonicznych zdefiniowanych na
calym C". Jest to tzw. klasa Lelonga:

Definicja 2.1.35 (Klasa Lelonga).
L(C") :={u e PSH(C")| limsup(u(z) —log(1 + |z])) < C, < o0},

gdzie stata C, zalezy tylko od funkcji u.

Funkcje te nazywane sg rowniez funkcjami o logarytmicznym wzroscie.
7 ta klasa Scisle zwiazana jest tzw. globalna ekstremalna funkcja Siciaka-Zahariuty
(dalej dla wygody nazywaé ja bedziemy globalng funkcja ekstremalna):

Definicja 2.1.36 (Globalna funkcja ekstremalna [S1], [Za]). Niech K bedzie podzbiorem
relatywnie zwartym w C™. Definiujemy

Vi (2) := sup{u(z2)| w e PSH(C")NL(C"), u|x < 0}.

Funkcja ta zostala wprowadzona (za pomoca innego wzoru) przez Siciaka w [S1].
Obecna forma pochodzi od Zahariuty ([Zal).
Odnotujmy iz z definicji wynika, ze Vi jest potciaglta z dotu. Stosujac gérna regu-
laryzacje
Vi(z) = limsup Vg (()

(—=z
uzyskamy funkcje poétciagla z goéry. Teraz mozna pokazac, ze Vi jest funkcja plurisub-
harmoniczna (o ile nie réwna si¢ +00).
Istotnie jest wiedzie¢ kiedy Vj jest skonczona. Moéwi o tym nastepujace klasyczne
twierdzenie z teorii pluripotencjatu ([S2]):

Twierdzenie 2.1.37. Niech K bedzie podzbiorem relatywnie zwartym w C™. Nastepujgce
warunki sq rownowazne:
(1) K nie jest zbiorem pluripolarnym;
(2) Vi jest funkcjq lokalnie ograniczong. Co wiecej Vi € L(C™).
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W przypadku gdy K jest pluripolarny zachodzi réwnos$¢ Vi = +o00, jednak na ogét nie
jest prawda, ze Vi = +o00. W zwiazku z tym wyrazenie

Tr(K) := exp(=sup{ Vi (2) | [|2]| < R })
zeruje sie doktadnie na zbiorach pluripolarnych.
Definicja 2.1.38 (Pojemno$é Siciaka). Wyrazenie
T(K) = Ti(K)
nazywamy pojemmnoscig Siciaka relatywnie zwartego zbioru K zawartego w C™.

Oczywiscie ustalajac dowolna inng stata dodatnia zamiast 1, dostaniemy rownowazna
pojemnosc.

Ostatni wynik ktéry wymienimy to wspomniany juz zwigzek pomiedzy dwoma wprowad-
zonymi pojemnosciami. Nieréwnodci, ktore podamy, pochodzg od Aleksandera i Taylora
[AT]. W pracy [K4] mozna znalezé krétki dowdd tego twierdzenia do ktérego odsytamy.

Twierdzenie 2.1.39 (Nieréwno$ci Aleksandera-Taylora). Jezeli K C {z | ||z]| <
r}, < R jest zbiorem zwartym, to istnieje stata A(r) > 0, zalezna tylko od r, taka Ze

€.Tp(—A(T)CCLp(K, B(O7 R))fl) < TR(K) < 6Ip(—27rcap(K7 B(O, R))fl/n>7
gdzie przez B(0, R) oznaczamy kule o promieniu R i Srodku w 0.

Wiecej informacji o pojemnosciach, funkcjach ekstremalnych oraz zaleznosci pomiedzy
nimi mozna znalezé w [Kli] oraz [K4].

2.1.5. Operator Monge’a-Ampére’a i nieograniczone funkcje plurisubharmoniczne - klasy
Cegrella. Przypomnijmy, ze wyniki Bedforda i Taylora dotycza funkcji plurisubharmon-
icznych lokalnie ograniczonych. Naturalne jest wiec pytanie, czy dla dowolnej funkcji
u € PSH mozna zdefiniowa¢ miare Radona M A(u), tak zeby definicja byla zgodna z
klasyczng definicja dla funkcji gladkich oraz zeby pokrywata sie z definicjg Bedforda i
Taylora w przypadku L;3.. Chcieliby$my przy tym zachowac przynajmniej niektére wilas-
nosci operatora ktore ma on w klasie funkcji ograniczonych. Analize zagadnienia nalezy
wiec zaczaé wlasnie od okreslenia jakie wtasnosci operatora Monge’a-Ampere’a znane
z przypadku ograniczonego chcemy zachowaé¢. Zauwazmy, ze kazda funkcje plurisubhar-
moniczng mozna lokalnie aproksymowac¢ malejacym ciggiem gladkich funkeji plurisubhar-
monicznych. W przypadku ograniczonym operator jest ciagly ze wzgledu na zbieznosé
malejaca, zakladamy wiec, ze operator (réwniez dla funkcji nieograniczonych) powinien
by¢ ciagly ze wzgledu na zbieznos¢ malejaca.

Ponizszy przyktad, pochodzacy od Kiselmana [Kil] pokazuje, ze zdefiniowanie opera-
tora Monge’a-Ampere’a nie jest mozliwe dla dowolnej funkeji plurisubharmoniczne;j:

Przyklad 2.1.40 (Kiselman [Kil]). Niech u(z) = (—log|z|)2 (|22 — 1), gdzie z =
(21,2") € C x C"1. Funkcja u jest plurisubharmoniczna w otoczeniu zera, ale

/ (ddu)" = o,
B(0,R\L

gdzie L ={z =0} a R > 0 jest dowolng (malg) stalq.

W zwiagzku z tym przyktadem pojawia sie pytanie o charakteryzacje rodziny tych
funkcji dla ktérych poprawna definicja jest mozliwa. Odnotujmy, ze czeSciowe wyniki
w tym kierunku byly znane dos¢ dawno, np. jak pokazali Sibony i Demailly operator

jest dobrze okreslony dla funkcji ograniczonych w poblizu brzegu obszaru definicji (patrz
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np. [Kli]). Jednak systematyczne badania w tym kierunku zaczely sie dopiero ok. 10 lat
temu.

Problem ten mozna rozwigzaé¢ na dwa sposoby: albo zajac si¢ wtasno$ciami lokalnymi,
tzn. jak zdefiniowaé operator Monge’a-Ampere’a w okolicy ustalonego punktu, lub rozwi-
nac teori¢ w ustalonym obszarze i badaé¢ funkcje o kontrolowanym zachowaniu na brzegu
(ewentualnie zaktadajac co$ o samym obszarze). Problem definiowalnosci ,pierwszym
sposobem” zostal rozwiazany w calosci przez Blockiego ([Bl4]). Ponizej podajemy gtowne
twierdzenie z tej pracy:

Twierdzenie 2.1.41. Dla ujemnej funkcji plurisubharmonicznej nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(1) w ma dobrze zdefiniowang miare Monge’a-Ampére’a, tak zZe zbieznosc malejaca
funkcji implikuje stabg zbiezno$¢ miar;

(2) dla kazdego ciggu gladkich funkcji plurisubharmonicznych u; malejgcego do u cigg
maar (dd°u;)"™ jest stabo ograniczony;

(3) dla kazdego ciggu gladkich funkcji plurisubharmonicznych u; malejgcego do w ciggi
miar

|“j’n_2_pduj A du; A(ddu;)? AW Pt p=0,1,--- ,n—2
sq stabo ograniczone;
(4) istnieje cigg gladkich funkcji plurisubharmonicznych w; malejacy do w taki, Ze
ciqgi miar
"2 Pduy A dou; A(dduy)P Aw™ P p=0,1,--- 0 —2
sq stabo ograniczone;
(w = dd||z[|* = 2377_ dz; Adz; jest kanoniczng formg kihlerowskq w C™).

Oznaczmy (roboczo) klase tych funkeji plurisubharmonicznych przez D, a jezeli ustal-
imy obszar €2 na ktérym rozpatrujemy funkcje plurisubharmoniczne spetniajace powyzsze
warunki rownowazne to klase ta oznaczamy przez D(€2).

Drugie podejscie (ktére chronologicznie poprzedzato jednak pierwsze) zostato rozwiniete
przez Cegrella (patrz [Ce2|, [Ce3]). Naturalng klasa obszaréw dla ktérych teorig mozna
sensownie rozwina¢ sg obszary hiperwypukte. Ponizej przedstawimy podstawowe pojecia
z tej dziedziny:

Definicja 2.1.42 (Klasa &). Klase ujemnych ograniczonych funkcji plurisubharmon-
icznych u na Q takich, ze lim,_cu(z) = 0, V¢ € 0Q oraz [,(dd°u)" < co oznaczamy
przez E(S).

Bedzie to dla nas podstawowy zbiér funkeji z ktérych wygenerujemy nieograniczone
funkcje o dobrze zdefiniowanej mierze Monge’a-Ampere’a. Ponizej, dla wygody, bedziemy
czesto pomijac¢ w zapisie zaleznos¢ od obszaru 2 i bedziemy korzystaé z oznaczenia &) :=

Eo().

Definicja 2.1.43 (Klasy Cegrella). Niech

Vp>0 & :={ue PSH(Q)| Ju; € & : u; \yu, j — 00, sup; /(_Uj)p(ddCUj)n < o0}
o)

Jezeli dodatkowo cigg u; mozna wybrac tak, Ze sup; fQ(ddcuj)” < 00, to mowimy, Ze u
nalezy do klasy F,.
16



Jezeli zachodzi tylko warunek sup; fQ(ddCuj)" < 00, to mowimy, ze u nalezy do klasy F.
Natomiast jezeli warunki te zachodzq tylko lokalnie, tzn.

Vw € Q 30, C Q, U, — otwarty g, € F(Q) : glv., = ulv.,
to u nalezy do klasy .

Okazuje sie, ze kazda funkcja plurisubharmoniczna, ktéra nalezy do jednej sposrod
wyzej wymienionych klas ma dobrze zdefiniowana miare Monge’a-Ampere’a (patrz [Ce2]),
ktéra okreslamy jako stabg granice ciggu miar (dd®u;)"™ (w [Ce2] udowodniono, ze ta staba
granica istnieje i nie zalezy od ciggu aproksymujacego).

Odnotujmy, ze wszystkie z rozwazanych klas Cegrella zawieraja sie w £. Zeby jed-
nak moc stwierdzi¢, ze rzeczywiscie jest to najwieksza mozliwa klasa na ktorej da sie
okresli¢ operator Monge’a-Ampere’a nalezy poréwnaé ta klase z D(Q2). Odnotujmy tu
fundamentalny wynik uzyskany przez Blockiego:

Twierdzenie 2.1.44 ([Bl4]). Niech 2 bedzie obszarem hiperwypuktym. Wtedy
E(Q) =D(Q).

Innymi stowy definicja ”lokalna” i ” globalna” maksymalnej dziedziny operatora Monge’a-
Ampere’a pokrywaja sie.

Podstawowe wtasnosci funkcji z klas Cegrella mozna znalezé w [Ce2] oraz [Ce3]. Ponizej
przedstawimy tylko te z nich ktére beda bezposrednio przydatne w dalszych rozwazaniach.

Pierwszym (i najwazniejszym) wynikiem jest zasada poréwnawcza:

Twierdzenie 2.1.45 (Zasada poréwnawcza w klasach Cegrella). Niech u, v €

EP. p>0. Wtedy
/ (dd° v)" < / (dd® u)".
{u<v} {u<v}

Wynik pozostaje prawdziwy w klasach F oraz € o ile dodatkowo zalozymy, ze miara
(dd¢v)™ zeruje sie na zbiorach pluripolarnych tzn. YA C Q - borelowskiego zbioru pluripo-
larnego zachodzi (dd®v)"(A) = 0 (w przypadku klasy € potrzebne jest takze dodatkowe
zalozenie {u <v} € Q).

Zasada poréwnawcza jest podstawowym narzedziem w teorii pluripotencjatu rowniez w
przypadku nieograniczonym. Zostata udowodniona przez Cegrella w pracy [Ce3] po kilku
kolejnych "stabszych” wersjach. Odnotujmy tu nieco nienaturalny warunek zerowania si¢
na zbiorach pluripolarnych. 7 punktu widzenia teorii miary hiperptaszyczna zespolona
w C" jest oczywiscie zbiorem ”wiekszym” od R™ C C", natomiast nasz warunek pozwala
koncentracje miary na tym drugim zbiorze, lecz na pierwszym - nie! Okazuje si¢ jednak,
ze jest to warunek istotny - bedziemy sie z nim czesto spotyka¢ w dalszych rozwazaniach,
ktore wykaza jego znaczenie.

W analizie operatora Monge’a-Ampere’a czesto potrzebne sa oszacowania dla miar
"mieszanych” tzn. miar typu

dd®u; Ndd ug A+ AN dd€ u,.

Bardzo przydatne do tego sa nieréwnosci typu Holdera ktore zostaly wykazane przez

Cegrella w [Ce3] dla funkcji z klasy F.
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Twierdzenie 2.1.46. Niechu € & (), vy, ,v, € F(Q). Wtedy zachodzq nieréwnosci
/ u(dd®vy) AN(ddva) A+ A(ddvy,) < (/ —u(dd®v)") (/ —u(dd* vn)")%;
Q 0
/ u(dd®vy) AN(ddva) A+ A(ddvy,) <
<

([ =ontaa oy (| —ondae oy [ —utaic

Q

3=

Waznym wyrazeniem, z ktérym czesto bedziemy mieé¢ do czynienia, jest catka funkcji
z klasy £! wzgledem swojej wlasnej miary Monge’a-Ampere’a.

Definicja 2.1.47 (€' energia). Niech u € EY(2). Wyrazenie

/—u(dde u)"

Q

nazywamy EX-energiq funkcji u.

Propozycja 2.1.48. Niech u, v € E(Q), u < v. Wtedy

/Q_U(ddcv)"g/ﬂ—u(ddcu)”.

Wynik ten wskazuje, ze £'-energia funkeji jest kontrolowana przez £'-energie dowolnej
mniejszej funkcji z £*.

2.1.6. Dodatkowe wyniki. Czesto w konkretnych rachunkach zamiast nieréwnosci z
Twierdzenia 2.1.46 potrzebne sa oszacowania w druga strone. Tym razem bedziemy
szacowa¢ same miary zamiast catek wzgledem nich. Wyniki w tym rozdziale zostaty
wziete z [Di2].

Z faktu, ze operator Monge’a-Ampeére’a mozna interpretowaé¢ (w przypadku gtadkim)
jako wyznacznik dodatnio poétokreslonej macierzy wynika wniosek, ze teoria macierzy
jest przydatna w teorii pluripotencjatu (w ksiazce [HJ] mozna znalezé podstawowe fakty
dotyczace tych macierzy). W pracy [BI2] (patrz réowniez [W1]), wykorzystano pewne
fakty z tej teorii by uzyska¢ punktowe oszacowania dla operatora Monge’a-Ampere’a. W
szczegolnosci zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.1.49. Niech u, v bedq gtadkimi funkcjami plurisubharmonicznymi, takimi,
e (dd°u)™ > fd\, (dd°v)™ > gd\, gdzie [ oraz g sq gladkimi nieujemnymi funkcjami,
a d\ to miara Lebesque’a. Wiedy:

(2.1) (dd®w)* A(dd°v)"™% > fug™n d),

(2.2) (dd“(u+0))" = (f +gr)"dA.

Odnotujmy, ze to twierdzenie przy pewnych dodatkowych zatozeniach zostato udowod-
nione w pracy [Ga]. Zauwazmy jednak, ze wynika ono wprost z nieréwnosci pomiedzy
srednig arytmetyczna i sredniag geometrycza, co mozna tatwo wykazaé¢ za pomoca jed-
noczesnej diagonalizacji dd®u oraz dd®v (diagonalizujemy je jako formy hermitowskie,
nie jako macierze!).

Pracujac z funkcjami z klas Cegrella, (ktére nie musza by¢ ani gladkie ani nawet
ograniczone) chcieliby$my uzyskaé (odpowiednio uogélnione) odpowiedniki tego wyniku.
W szczegolnosci powstaje pytanie czy prawdziwe jest nastepujace twierdzenie: Jezeli u, v
nalezg do pewnej klasy Cegrella (a wiec (dd®u)™, (dd®v)™ sq¢ dobrze zdefiniowane), pu jest
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dodatniq miarq, f, g € L*(du) oraz (dd¢u)™ > fdu, (dd°v)™ > gdu (w sensie miar), to
czy prawdg jest, ze (znéw w sensie miar)

(2.3) (dd® u)* A(dd®v)"™* > fug™e dp,
(2.4) (dd°(u+v))" > (f* +g7)"dp.

Analize tego problemu zaczniemy od kontrprzyktadu pokazujacego, ze bez dodatkowych
zatozen powyzszy fakt jest nieprawdziwy.

Przyktad 2.1.50. Niech
1 1
U = max{%log 21|, K*log | 20|}, v = maX{Elog |zo], k*log | 21|}, k €R, k> 0.

Mozna pokazac, zZe uy oraz vy nalezg do € dla dowolnego k > 0 (zalézmy, dla ustalenia
uwagi, Ze rozwazamy powyzsze funkcje w bidysku jednostkowym).

Wiedy
(dd®uy)? = (2#)2250, (dd®v)* = (27r)2g50
lecz )
ddc U A ddc Vr = (277')2@(50,

1
(dd* (w, + v))* = (2m)*(k + )0
(09 jest deltq Diraca w 0). Tak wiec (2.3) oraz (2.4) nie zachodzg.

Uwaga 2.1.51. Funkcje te zostaly wziete z pracy [W2]|, gdzie zostaly one wykorzystane
do innych celéw. Obliczenia ponizej opierajq sie na pomystach z prac [R1], [R2].

Dowéd. Policzmy miare (dd®uy)? ((dd¢vy)?, dzigki symetrii, liczy si¢ analogicznie). Skoro
uy € € = D, z twierdzenia Blockiego (Twierdzenie 2.1.41) wynika iz wystarczy policzy¢
(dd°€ uy,;)?, gdzie uy,; := max{uy, —j}. Zamieniajac zmienne

(z,y) — (log|z1], log |z])
uzyskamy
[ @t wgy =np [ aragm,).
D2 {2<0,y<0}
gdzie M A jest rzeczywistym opratorem Monge’a-Ampere’a oraz

_ 1 )
uk,j<x7y) = maX{Exv ka, _j}'

Z twierdzenia Aleksandrowa (patrz [Al]) catka ta réwna sie polu obrazu gradientu, czyli
/ MA(ug;) = MVug,;({z <0,y < 0})), Vg, (E) := Unep Vi, (w),
{z<0y<0}

gdzie Vg j(w) := {t € R"| uy,;(w)+ < s —w,t >< u,;(s), Vs € Dom wy;}.

W punktach, gdzie u;; jest gladka zbiér V7, ;(w) jest singletonem (jest to zwykly
gradient uy, ;). Natomiast w punktach osobliwych zazwyczaj zbiér Vy, ; jest wiekszy. Tak
wiee tam gdzie w,; jet gladka i réwna 1z dostajemy Vauy;j(w) = {(+,0)}. Analogicznie
w pozostatych dwoch ”gladkich sektorach” w; = k*y oraz w,; = —j Vug,(w) beda
odpowiednio réwne {(0,%%)} 1 {(0,0)}. Tak wiec miara Lebesgue’a obrazu gradientu tych
zbioréw wynosi 0. Niech teraz w bedzie punktem, w ktorym %x = k*y > —j. Wtedy
obraz gradientu tego punktu bedzie odcinkiem domknietym pomiedzy punktami ( %, 0) i

(0, k). Analogicznie w innych punktach gdzie dwie z trzech rozwazanych funkcji daja
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maksimum obrazem gradientu bedzie odcinek taczacy odpowiednie punkty. W punkcie
(—kj, ;—:{) (gdzie wszystkie trzy funkcje sa rowne), obrazem gradientu bedzie tréjkat o
wierzchotkach (3,0), (0,%%), (0,0).

Tak wiec catkowita masa (dd® u ;)? na bidysku réwna si¢ (27)

Ustalmy zbidr otwarty U C D? roztaczny z (0,0). Jego obraz logarytmiczny nie bedzie
zawieral punktu (—kj,;—g) dla duzych 7, wiec miara Lebesgue’a obrazu gradientu U
wynosi 0. Pokazuje to, ze (dd®uy)? jest skupiona w punkcie (0,0), a znajac catkow-
ita mase dostajemy (dd°u;)? = (2m)?£6. Rowniez (dd® vi)? = (2m)?£6,.

Pozostata do policzenia miara dd€ug A dd€ vy,. Zauwazmy, ze

2ddcuk A dd° VE = (ddc(uk + Uk;))Q - (ddc Uk)Q — (ddc Uk)Q,
wystarczy wige policzy¢ (dd®(uy, + vi))%. Z réwnosci
1

1 1
uy, + v, = max{(k* + E) log |2/, % log |z12], (K% + E) log |21}

i analogicznego rozumowania dostaniemy, ze Vi ; max{u; + vy, —j} jest (wklestym)
czworokatem o wierzchotkach (kolejnosé wierzchotkéow zgodna z ruchem wskazowek ze-
gara) (0,5 +3), (3, 1), (K*++,0), (0,0). Czworokat ten ma pole k+ 5, wiec (dd®(uy, +

up))? = (2m)?(k + 75)d0. Dostajemy stad, ze dd®uy A dd* vy, = (27)? 555 0. O

2k
k,

Zauwazmy, ze w tym przyktadzie miary Monge’a-Ampere’a byly skoncentrowane na
zbiorze pluripolarnym (w punkcie). Stad widaé, ze dodatnia masa na (pewnych) zbiorach
pluripolarnych jest przeszkoda aby nieréwnosci (2.3) oraz (2.4) zachodzity.

Ponizej wykazemy gléwny wynik tego rozdziatu:

Twierdzenie 2.1.52. Niech p bedzie dodatniq miarg na obszarze hiperwypuktym € C
C™. Zaktadamy, ze miara ta znika na zbiorach pluripolarnych. Niech wuy,us, -+ ,u, €
PSH(Q) bedqg funkcjami nalezgeymi do E(S2). Zakladamy ponadto, ze f;, i=1,--- .n sq
nieujemnymi funkcjami w ) catkowalnymi wzgledem . Jezeli

(ddc 'U,Z)n Z fld,u, Vi = 1, e, n,
to zachodzqg nieréwnosci
dd®uy AddCug A--- A dd®u, > (fifo- - fu)7dp.

Uwaga 2.1.53. Wynik ten ma charakter lokalny, wystarczy wiec uzasadnié nierouwnosé
w pewnej (matej) kuli. Aby uproscié notacje, wykazemy wynik dla dwdch réinych funkcji
u oraz v zamiast dla n réznych funkcji. Ogolny przypadek wyniknie tatwo po pewnych
modyfikacjach, ktore zostang podane na koncu dowodu.

Dowdd. W [K3| twierdzenie to zostalo wykazane przy dodatkowych zalozeniach, mi-
anowicie gdy p jest miara Lebesgue’a oraz w i v sa ciagte. Gléwnym pomystem w
tym dowodzie jest aproksymacja u i v gladkimi funkcjami plurisubharmonicznymi o
kontrolowanych miarach Monge’a-Ampere’a oraz wykorzystanie tej samej nieréwnosci
z przypadku gtadkiego.

Strategia dowodu ponizej jest podobna. Znajdziemy odpowiednie ciagi u;, v; dla
ktorych Twierdzenie 2.1.52 zachodzi, oraz wykazemy zbieznos¢ tych ciggéw odpowiednio
do u i v pociagajaca staba zbiezno$¢ ciagu (dd®u;)F A(dd®v;)" % do (dd°u ) A(dd® v)"*.
Aby zilustrowaé trudnosci przypominamy (patrz Przyktad 2.1.26), ze staba zbieznosé
(dd®u;)™ do (dd®w)" (nawet gdy wszystkie funkcje maja takie same wartosci brzegowe)
nie pociaga za soba odpowiednio dobrej zbieznosci (wzgledem pojemnosci) ciggu u; do w.
Z drugiej strony, aproksymujac funkcje za pomoca splotu dostaniemy zbieznosé¢ wzgledem
pojemnosci, jednak nie dostaniemy nieréwnosci miar dla ciagéw regularyzujacych.

20



Wprowadzmy wiec specjalny ciag regularyzujacy dla ustalonej miary p na obszarze
) € C". Bedziemy go nazywaé aproksymacjq kanoniczng (patrz [K1]). Niech supp p
bedzie zawarty w duzej kostce I. Niech By bedzie podziatem I na 32kn jednakowych
malych kostek I7, j=1,---,3?". Bez straty ogdlnoéci zaktadamy, ze u(U[geBka(]g)) =
0 (w przeciwnym przypadku zawsze mozemy przesunaé troche uklad wspoétrzednych).
Zdefiniujmy

(I NQ)

2.5 = - j
(25) M L e

?

gdzie y P jest funkcja charakterystyczng I,f . Oczywiscie ciag py jest stabo zbiezny do u i
kazda miara p; ma gestos¢ w L*™° wzgledem miary Lebesgue’a.
Ponizej przedstawiamy kilka znanych faktow z ktérych bedziemy w dowodzie korzystac:

Twierdzenie 2.1.54. Niech ) bedzie gladkim Scisle pseudowypuktym obszarem C" oraz
f € C>®(09) bedzie dowolng funkcjg. Zaktadamy, Ze u jest dodatnig miarg na o skon-
czonej masie i nosniku zwartym. Dodatkowo p spetnia nastepujgcy warunek dla pewnego
p>

Istnieje stata A = A(p), taka Ze

/ (—d)du < A( / (o) (dd ¢)") 7
Q

Q
dla dowolnej funkcji ¢ € &. Wiedy:

(1) Istnieje funkcja uy, € C(Q) bedgca rozwigzaniem problemu Dirichleta

up € PSH(Q)NC(Q)
(dd®ug)™ = py,
up = f on 012,

(ur to kanonicze aproksymanty ).

(2) Niech u = (limsupy—oour)*. Istnieje wtedy podcigg {uy} (ktory dla wygody oz-
naczamy réwniez przez {uy}), taki, Ze up — w in L'(d)).

(3) Dodatkowo dla tego ciggu zachodzq nastepujace fakty:

sup/ | — wg|(dd®ug)" < oo
k JQ

lim / |u — ug|(dd® ug)™ = 0.
k—oo Jq

Dowdd pierwszej czesci mozna znalezé w [K1]. Opiera sie on na gtebokich faktach z
teorii pluripotencjatu i wykorzystuje w istotny sposéb iz u, jest typu gd\ dla pewnej
funkcji g € L*°(d)). Druga czesé wynika ze specjalnych wlasnosci funkeji plurisubhar-
monicznych - mianowicie zawsze mozna wybra¢ podciagg zbiezny w stabej topologii, a dla
funkcji plurisubharmonicznych zbieznos¢ w stabej topologii jest rownowazna zbieznosci
w L} . (patrz np. [Hol]). Trzecia wlasno$¢ dostaniemy z polaczenia Twierdzen 5.1 oraz

loc

7.7, a takze Lematéw 5.2, 5.3, 7.8 oraz 7.9 z pracy [Ce2]. W szczegdlnosci wykorzystujac
oszacowanie [, (—¢)Pdu < A([,(—¢)P(dd* ¢)") 7 mozna uzasadnié iz lim;_o, [ u;dp =
[ ujdp. Wykazanie, ze w tym ostatnim wzorze mozna zamieni¢ p na p; jest skomp-
likowane (istotnie wykorzystuje sie znéw specjalna postaé p). Odsytamy do [Ce2| gdzie
mozna znalez¢ szczegdty techniczne. Warunek, ze funkcje maja takie same wartosci brze-

gowe mozna ostabi¢. Gdyby wartosci brzegowe ciagu uy tworzylty malejacy ciag zbiezny
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do pewnej polciaglej funkcji na brzegu, to u = (limsupg_ooux)* zn6W jest poprawnie
okreslone, oraz powtarzajac dowdd z [Ce2] dostaniemy skoniczonosé i zbieznosé catek.

Twierdzenie 2.1.55. Niech u; € PSH(Q) N C(Q) bedzie ciggiem zbieinym do u €
PSH(Q) wzgledem L'(d\, Q). Przypusémy takze, ze wy, (wiec réwniez u) majq takie
same wartosci brzegowe, tzn. lim, .. u;(z) = f(() V¢ € 0Q. Jezeli dodatkowo zalozymy,
ze limy o [ [ — ug|(dd® up)™ = 0, to uy, jest zbieiny do u wzgledem pojemnosci.

Wynik ten zawiera sie w dowodzie Lematu 2.1 w pracy [CeK2]. Znéw warunek brze-
gowy mozna ostabi¢ dopuszczajac by wartosci brzegowe u; tworzyly ciag malejacy (w
dowodzie z [CeK2| wartosci brzegowe wykorzystywane sg aby uzyskaé relatywna zwarto$é
zbioréw {u; < u—a}, a > 0, a wigc to samo bedzie zachodzi¢ w przypadku gdy wartosci
brzegowe u; sa wieksze od tychze dla funkcji u).

Powracamy teraz do gtéwnego dowodu. Zaldézmy, ze u oraz v sg dodatkowo ograniczone.

Wybierzmy mata kule B", taka, ze u, v sa zdefiniowane w jej otoczeniu. Niech m;, n;
beda ciagami gladkich funkcji na 9B", malejacymi odpowiednio do u|sgpn oraz v|gpn.
Niech u;, v; bedg rozwigzaniami rownan

(u; € PSH(B™) N L*(B")
(dd®u;)" = (dd°u)?
(jlon = m;

(v; € PSH(B") N L>®(B")
(dd®v;)" = (dd°v)}

\Uj|8183" = ny,

(przypominamy, ze (dd°®u)} jest kanoniczng aproksymanta miary (dd®u)"). Dzigki Twier-
dzeniu 2.1.54 rozwiazania te istnieja.

Odnotujmy tu pewng subtelno$¢. Gdyby u oraz v byly ciagte, to ciagi m;, n; bylyby
niepotrzebne (mozemy pracowaé na ciagtych wartosciach brzegowych). Réwniez po prawej
stronie korzystamy z aproksymantow zamiast samych miar. Powodd jest nastepujacy:
problem Dirichleta

u; € PSH(B"™) N L>(B")
(dd®u;)" = (dd®u)"
ujlopn = m;

nie musi mie¢ rozwigzania ciaglego do brzegu.

Propozycja 2.1.56. Niech uj, v; oraz u, v bedq jok wyZej. Niech takze u; (odpowiednio
v;) zmierza do u (odpowiednio v) w L*(dN). W takiej sytuacgi dostajemy zbieznosé

(dd® uj)* A(dd®v;)"™" — (dd®u)* A(dd®v)" ", Yk € {1, n}.

Dowaéd. Zauwazmy, ze nierownosé

[ oran< ([ (ortaar oy, o e )
Q Q

zachodzi dla dowolnego p z pewna stala A(p) zalezna od p, o ile p jest miara Monge’a-
Ampere’a pewnej ograniczonej funkcji plurisubharmonicznej (fakt ten wynika tatwo z

teorii rozwinigtej w [Ce2]). Z Twierdzenia 2.1.54 (i uwagi po tym twierdzeniu), dostaniemy
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po ewentualnym przejsciu do podciagdw, ze

lim / lu — ug|(dd®ug)™ =0,
Q

k—o0

lim/|v—vk|(ddcvk)”:0.
0

k—o0

Z Twierdzenia 2.1.55 (i uwagi po nim) dostajemy, ze uy, oraz vy zmierzaja do u oraz v
wzgledem pojemnosci.
Dostaniemy wiec z twierdzenia Xinga zbieznos¢

(dd®wj)" A(dd® v;)" ™" — (dd®u)* A(dd® v)" ",

o ile ciagi u;, v; sa lokalnie jednostajnie ograniczone.

Nie wiemy jednak a priori czy nasze ciagi sg rzeczywiscie lokalnie jednostajnie ograni-
czone. Problem ten mozna oming¢, o ile uzasadnimy iz u;, v; maja jednostajnie ograni-
czong E'-energi¢ (patrz [Ce2] lub [K4]). Aby to wykaza¢ wezmy dowolny U € Q, taki, ze
cap(U,B™) < e. Wtedy z Twierdzenia 2.1.46 wynika, ze

/U(ddcuj)k/\(ddcvj)"_k <

< / D (u; + U(0, —my)))* A(dd® (v; + U(0, —nj)))"* <

k

< </n —(u; + U(0, =m;))(dd*®(u; + U0, —m;)))" ) w1

(=t + U0, =) (A (05 + VO, = )PV (| —hua(dd uza)) 5 <
< Cicap(U, Q) < Ctient,

gdzie C jest wspélnym ograniczniem dla E'-energii funkcji u;, vj, a hygq jest relatywna

funkcja ekstremalng zbioru U. SkorzystaliSmy z nierownosci typu Holdera, co jest do-

puszczalne, gdyz u; + U(0, —m;), v; + U(0, —v;) naleza do & (patrz [Ce3]). Uzasadnienie

&l oszacowania dla ciggdéw jest techniczne i zostanie podane w Lemacie 2.1.57 ponizej.
Dzieki £ oszacowaniu oraz Twierdzeniu 2.1.46, dostajemy takze

cap(fu; < —sh. ) < [~ (dd gy <) <5
Q S S
ze stata C niezalezng od j oraz s.
Ustalmy s wystarczajaco duze, tak aby cap({u; < —s},Q) < €,Vj. Dla dowolnej
funkcji testujacej x otrzymamy

| [ xl(dd®uy)® Add® )"~ = (dd*u)* A(dd* v)" ]| <

]B’IL

<| X((dd uz)* A(dd®v;)" ™" = (dd* w)* A(dd®v)" )|+

{u; <—s}u{v;<—s}
+1 [ x((dd°max(uj, —s))* A(dd® maz(v;, —s))" " — (dd°u)" A(dd° v)"")).
]B’ﬂ
Pierwszy wyraz jest maly dzieki rozumowaniu powyzej, a drugi zmierza do 0 dzieki
twierdzeniu Xinga. Uzyskaliémy wiec zbieznos¢ miar. U
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Lemat 2.1.57. Istnieje stata C, niezalezna od j, taka, ze
[~ + U0 =n)) (o + U0, =) < C

Dowdd. Niech g; := U((dd°v,)",0). Z pracy [Ce2] wiadomo, ze g; € & oraz (dd°g;)" =
(dd°wv;)". Z zasady porownawczej dla pary v, g; + U(0,n;) dostajemy

Uj + U(O, —nj) Z gj + U(O,nj) + U(O, —nj).
Niech h; := U(0,n;) + U(0, —n;). Z Propozycji 2.1.48 dodatkowo mamy
[ =5+ U0, “m)) oy + U, ~n)" < [ =0+ )(dd*(g; + )"

n

Ostatni wyraz mozna roztozy¢ na sume sktadnikow typu

n C m C n—m
(1) [ o+ mptaae gy aas =, me o m)
Znowu dzieki Twierdzeniu 2.1.46 wyrazy te mozna oszacowaé z gory przez iloczyn ele-
ment6w typu [y, —g;(dd® g;)" oraz [5, —h;(dd® h;)". Zauwazmy jednak iz h; jest ciggiem
jednostajnie ograniczonym, a dla g; mamy nieréwnos¢

/n —g;(dd® g;)" = / —g;(dd®v;)" < /n —(v; + U(0, =n;))(dd® v;)".

Ciag U(0, —n;) jest jednostajnie ograniczony, miary (dd°v;)"” maja jednostajnie ogranic-
zona taczng mase oraz wyrazenie sup; Jon —v;(dd v;)™ jest skoniczone dzigki Twierdzeniu
2.1.54. UzyskaliSmy wiec potrzebne oszacowanie. O

Dalej dowdd przbiega nastepujaco:

(dd®u)* A(dd®v)"F = jli%o(ddc uj)* A(dd® ;)" "

(f[,g (ddc u>n)

k

(f[,i (ddc U)n)%

k
n

dA

> lim sup Z X

R dN(I))
([ fp) (f) gdp) ™=
> limsupZXﬂ- fl’“ fl.k‘ d\

(f[g f%gnT_kd:u)

k n—k
_7- = gt
el £ X TN ) o= ap

Skorzystali$my tu z nier6wno$ci znanej z przypadku ” i to miara Lebesgue’a” oraz (zwyktej)
nieréwnosci Holdera.

Przypadek n réznych funkcji dowodzi sie analogicznie. Jedyna istotng zmiang w ogdlnej
sytuacji jest koniecznos$¢ skorzystania z uogdlnionej nieréwnosci Holdera (dla n funkeji)
zamiast wersji klasycznej.

Rozwazmy teraz przypadek funkcji nieograniczonych.

Skorzystajmy z nastepujacej znanej nieréwnosci, ktora jest szczegdlnym przypadkiem
nieréwnosci Demailly’ego (dow6d mozna znalezé w [KH]):

(2.6) (dd max(u, )" > Xgus—j) (dd° u)"
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dla dowolnej funkeji u z klasy £(R2). Z pomoca tego wyniku, nieréwnosci w przypadku
ograniczonym oraz monotonicznego przechodzenia do granicy dostaniemy
(dd®w)* A(ddv)"™F = lim; o (dd® max(u, —5))* A(dd® max(v, —j))"F >
. E n—k
> llmsu?jﬂ%(X{U>fj}f)" (X{v>fj}g) 2
Ostatni wyraz zmierza do f " g"Tik i, gdyz p zeruje sie na (pluripolarnym) zbiorze
{u = —o00} U{v =—00}. Dowodzi to nieréwnosci w przypadku nieograniczonym.

O

2.2. Geometria zespolona. Rozmaitos¢ zespolona to (parzysto - wymiarowa) rozmai-
tos¢ o strukturze zespolonej, tzn. przejscia pomiedzy mapami sg holomorficzne. W
naszych rozwazaniach skupimy si¢ na zwartych rozmaitosciach zespolonych, chociaz niek-
tore z wprowadzonych pojeé sa niezalezne od zwartosci. Tak wiec, o ile wyraznie nie jest
zaznaczone co$ innego, przez rozmaitos¢ w tym rozdziale rozumiemy zwartg rozmaitosc.

2.2.1. Rozmaitosci kihlerowskie -definicje i przyktady. Ustalmy (zespolona) rozmaitosé
X oraz niech n = dimX. W lokalniej mapie znajdziemy wiele gtadkich dodatnich (1, 1)-
form (przez dodatnio$é¢ rozumiemy tu $cisle dodatnig okreslonosé w kazdym punkcie).
Dzieki rozktadowi jednosci mozna poklei¢ takie lokalne formy by dostac¢ globalng dodatnig
(1,1)-forme. Indukuje ona metryke hermitowska na wiazce stycznej, stad takie formy
bedziemy nazywaé formami hermitowskimi.

Lokalnie mozemy zawsze znalezé zamkniete formy hermitowskie (np. jezeli z = (z,- -,
2,) beda lokalnymi wspotrzednymi, to dd®||z||* jest taka lokalng formg). Pytanie o
istnienie globalnej zamknietej formy hermitowskiej prowadzi do pojecia rozmaitosci kah-
lerowskiey:

Definicja 2.2.1 (Rozmaito$é kahlerowska). Zespolong rozmaitosé X nazywamy
kdhlerowskq jezeli istnieje globalna dodatnia i zamknieta (1,1)-forma. Takg forme nazy-
wamy formgq kdhlerowskq.

Ponizej podajemy kilka podstawowych przyktadéw rozmaitosci kahlerowskich:

Przyktad 2.2.2 (Przestrzen rzutowa P"). Rozwazmy zbior P™ skladajocy sie z wszys-
tkich prostych zespolonych przechodzqcych przez punkt 0 w C**1. Na zbiorze tym mozina
wprowadzié strukture (zespolonej) rozmaitosci wykorzystujgc naturalng projekcje z
C"\{0}. Aby zdefiniowaé forme kihlerowskq P rozwazmy forme

dd® log(|Zo|* + -+ + | Z,|*),

gdzie Z; sq wspélrzednymi w C*\ {0}. Odnotujmy, ze forma ta jest niezmiennicza na
kazdej prostej zespolonej przechodzqcej przez 0 (wynika to z faktu iZ funkcja A — log|\| jest
harmoniczna na C\ {0}). Tak wiec forma ta przenosi si¢ jako (1,1)-forma na P". Tak
skonstruowang forme nazywamy (kihlerowskq) formq Fubiniego-Studiego i oznaczamy jq
priez wes.

Uwaga 2.2.3. Wspdlrzedne Zy, - - -, Z, nazywamy wspélrzednymi jednorodnymi, a [Zy :
o0 Znl, rozumiane jako klasy abstrakcji modulo mnozenie przez (zespolony) skalar sq
wspotrzednymi na P™. Jest to wygodne oznaczenie w analizie na przestrzeniach rzutowych.

Zauwazmy, ze zawezajac zamknieta (1, 1)-forme hermitowska do (zespolonej) podroz-
maitosci dostajemy znéw zamkniety forme hermitowska.

Propozycja 2.2.4. Kazda zespolona podrozmaitosé rozmaitosci kahlerowskiej jest roz-
maitoscig kahlerowskq. W szczegdlnosci wszystkie podrozmaitosci P™ sq kdhlerowskie.

Takie rozmaitosci nazywamy rzutowymsi bgdZ algebraicznymi.
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Inng standardowg konstrukcjg pozwalajaca tworzy¢ nowe rozmaitosci jest iloczyn kartez-
janski. Mozna sie tatwo przekonaé, ze dla dwoch rozmaitosei kdhlerowskich (X, wy),
(Y,wy) ich iloczyn kartezjanski X X Y mozna zaopatrzy¢ w forme kdhlerowska w :=
Tiwx + Tywy, (T oznacza tu rzutowanie na Z). Dostajemy wiec kolejna propozycje:

Propozycja 2.2.5. lloczyn kartezjansk: dwoch rozmaitosct kahlerowskich jest rozmaitos-
ciq kahlerowskq.

Inng grupe przyktadéw tworza torusy zespolone:

Przyktad 2.2.6 (Zespolony torus). Niech A bedzie kratg w C™. Wtedy forma kihlerow-
ska o statych wspélezynnikach w = 37, idz; A dz; przenosi sig na iloraz C" /A (ktory
topologicznie jest 2n-wymiarowym torusem). Tak wiec torusy zespolone sq rozmaitosciamsi

kahlerowskimi.

Uwaga 2.2.7. Mozna wykazaé, (szczegoly mozna znalezZé np. w [De3]) Ze nie kazdy torus
jest rozmaitosciq rzutowq (zalezy to od wyboru kraty A, choé oczywiscie wszystkie torusy
sq homeomortficzne). Tak wiec rozmaitosci kahlerowskie tworzq istotnie wiekszq klase niz
rozmaito$ci algebraiczne.

Omowienie tematu nie bytoby pelne bez przytoczenia przyktadu rozmaitosci zespolonej,
ktora nie jest kahlerowska.

Przyklad 2.2.8 (Powierzchnia Hopfa). Niech ¢ : C2\ {0} > 2z — 22 € C2\ {0}.
Mozna sprawdzié iz grupa < ¢ > generowana przez automorfizm ¢ (obszaru C*\ {0})
dziata w sposéb wolny i catkowicie dyskretny, tak wiec iloraz C*\ {0}/ < ¢ > posiada
strukture rozmaito$ci zespolonej. Rozmaitosé ta nazwana jest powierzchnig Hopfa. Mozna
udowodnié, (patrz np. [De3]) Ze (z powoddéw topologicznych) na powierzchni Hopfa nie
mozna znaleZé zZadnej formy kahlerowskiey.

Wiecej informacji o rozmaitosciach kdhlerowskch mozna znalezé w [De3], [GH| oraz

1.

2.2.2. Pojecia z geometrii algebraicznej (dywizory i wigzki). W tym rozdziale przedstaw-
imy podstawowe pojecia z geometrii algebraicznej, z ktorych bedziemy korzysta¢. Wiek-
szo$¢ konstrukeji zostanie tylko naszkicowana. Odsytamy do [GH], gdzie mozna znalezé
znacznie bardziej szczegdtowe rozwazania na temat omawianych pojec.

Zaczynamy od wprowadzenia pojecia dywizora:

Definicja 2.2.9 (Dywizor). Niech X bedzie rozmaitosciq zespolong (niekoniecznie zwartq
lub kdhlerowskq). Dywizorem na X nazywamy lokalnie skoriczong formalng kombinacje

liniowq
D = Z ai‘/i7

z pewnymi statymi a; € 7 oraz nierozkladalnymi analitycznymi hiperpowierzchniams V;

("lokalnie skoniczona” oznacza tu, ze kazdy punkt posiada otoczenie takie, Ze tylko skoric-
zona liczba sposréd V; przecina sie z tym otoczeniem). Zbior wszystkich dywizoréw na X
tworzy grupe abelowq (z naturalnym dziataniem), ktorq bedziemy oznaczaé przez Div(X).

Oczywiscie w przypadku zwartych rozmaitosci ”lokalnie skonczona suma” to po prostu
suma skonczona. Odnotujmy, ze w definicji dopuszczamy hiperpowierzchnie V; z os-
obliwosciami. Nierozktadalnosé¢ jest zatozeniem technicznym wprowadzonym aby dostaé
jednoznacznosé rozktadu dywizora na formalng sume skonczona. Gdyby V' byta hiper-

powierzchnia rozktadalna, to V. = U,_1W;, gdzie W; sa nierozkladalnymi sktadowymi
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V' (standardowy fakt z teorii zbioréw analitycznych glosi, ze taki rozktad jest lokalnie
skoniczony). Tak wiec zamiast V' mozemy uzy¢ sume formalng ) . W;.
Szczegblnie ciekawe w geometrii algebraicznej sa dywizory efektywne:

Definicja 2.2.10 (Dywizor efektywny). Dywizor D nazywamy efektywnym jezeli w
rozkladzie
D=y

wszystkie a; sq nieujemne (z jedynosci rozkladu wynika, Ze definicja ta jest poprawna).
Efektywnosc dywizora bedziemy oznaczaé przez D > 0.

Hiperpowierzchnie zespolong lokalnie mozna okresli¢ jako zbior zer funkcji holomor-
ficznej. Ponizej omoéwimy powigzania dywizorow i tych lokalnie zdefiniowanych obiektow.

Definicja 2.2.11 (Krotno$é funkcji). Niech g bedzie funkcjg holomorficzng w otocze-
niu punktu p € V.C X. Krotnoscig ordy ,(g) funkcji g wzdtuz V- w p nazywamy na-
Jwiekszq liczbe naturalng (lub zero) k, takq, Ze (w otoczeniu p) funkcja f definiujaca
hiperpowierzchnie V' podniesiona do potegi k dzieli g.

Klasyczny wynik z analizy zespolonej glosi, ze jezeli kietki funkcji holomorficznych u
oraz v s3 wzglednie pierwsze w punkcie p, to beda one wzglednie pierwsze réwniez w
otoczeniu p (dowdéd mozna znalezé np. w [GH]). Wynika stad, ze na czesci regularnej V
krotnos¢ jest lokalnie stata, a wiec w przypadku gdy V' jest nierozktadalna jest to liczba

stata na catym zbiorze punktéw regularnych V' przecietym z obszarem okreslenia funkcji
g. Oznaczamy wiec w tym przypadku krotnos$¢ przez ordy (g).

Obserwacja 2.2.12. Przy oczywistych zatozeniach na V' @ dziedziny okreslenia f oraz g
zachodzi wzor

ordy (fg) = ordy (f) + ordv(g).

Jedli f jest globalng funkcja meromorficzng (takie funkcje moga istnie¢ nawet gdy X
jest zwarta) to lokalnie mozna ja zapisac¢ jako f = {, gdzie g i h sa holomorficzne oraz
wzglednie pierwsze. Jesli V' jest hiperpowierzchnig nierozktadalna, to mozemy zdefiniowaé

ordy (f) := ordy(g) — ordy (h).

Definicja 2.2.13. Niech f bedzie funkcjg meromorficzng. Definiujemy dywizor (f) za
POMOCY WZOTU

(f) =Y ordv(f)V,

v

(sumugemy po wszystkich hiperpowierzchniach dla ktorych ordy (f) # 0). Analogicznie
definiugemy dywizor zer przez

(f)o="Y_ ordv(g)V,
%
(definicja nie zalezy od lokalnego reprezentanta g), oraz dywizor biegunéw przez
Do = 3 ordy (W)Y,
%
Znow jest on poprawnie zdefiniowany). Z samej definicji wynika iz zachodzi wzor
7/ . t . d . Z . d . .. -k .. h d . 7/

(f) = (o= (f)eo-
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W tym momencie przerywamy na chwile omawianie dywizoréw aby wprowadzi¢ po-
jecie wigzek wektorowych. Jak zobaczymy ponizej, istnieja naturalne zwiazki pomiedzy
dywizorami a (holomorficznymi) wiazakmi liniowymi (czyli wymiaru 1).

Intuicyjnie holomorficzna wiazka wektorowa (wymiaru r) lokalnie wyglada jak iloczyn
kartezjanski kawatka rozmaitosci z C", oraz wszystkie te lokalne iloczyny kartezjanskie sg
poklejone ze sobg tak aby dawaty gtadka strukture ”dwukierunkows”: w jednym kierunku
wiazka wyglada jak C" (tzw. kierunek pionowy badZz kierunek wlékna), a w drugim
"poziomym” wigzka wyglada jak rozmaitos¢ nad ktorg ja rozpatrujemy.

Ponizej podajemy formalna definicje:

Definicja 2.2.14 (Holomorficzna wigzka wektorowa). Niech X bedzie rozmaitoscig
zespolong wymiaru n (w definicji nie zakladamy zwarto$ci ani kihlerowskosci, aczkolwiek
w pracy interesuje nas wylgcznie ten przypadek). Holomorficzna wigzka wektorowa V
rzedu v nad X to zespolona rozmaito$¢ wymiaru n + r, taka, Ze zachodzg nastepujgce
wlasnosci:

(1) Istnieje odwzorowanie m : V. — X, nazywane rzutowaniem wiqzki, takie, Ze
dla dowolnego x € X zbiér m'(x) (tak zwane widkno nad x) jest zespolong
przestrzeniq wektorowg wymiaru r,

(2) X mozna pokryc otwartymi zbiorami Uy, tak, aby |- (v,) byty biholomorficzne z
Uy x C (pokrycie to nazywamy lokalng trywializacjq),

(3) Jezeli Oy : |1,y — Ua x C jest lokalnym biholomorfizmem trywializujgcym,
to dla dowolnego x € U, C X odwzorowanie 04,1 : 71 (x) — {x} xC" jest
C-liniowym izomorfizmem (liniowa struktura witékna 7 '(z) wynika z pierwszego
punktu),

(4) Dla dowolnych «, [ odwzorowanie

Qagzeaoeglt(UaﬂUg)XCTH(UaﬂUg)XCT

jest typu
(2,¢) = (2, 9a,8(2)(C));

dla pewnej macierzy zespolonej g, 3(2) zaleznej holomorficznie od z, (przez
9a.8(2)(C) rozumiemy dziatanie macierzy g, 5(2) na wektorze ¢),
(5) Macierze te spelniajg nastepujace zwigzki (relacje kocykli)

90.8(2)984(2)97.a(2) = I,
dla kazdego z € U, NUg N U, (I, jest macierzq identycznosciowq rzedu ).

Podstawowym przyktadem jest dobrze znana wigzka styczna. Oczywiscie pojecie wiazki
jest uogdlnieniem tego obiektu: wtokno odpowiada przestrzeni stycznej w danym punkcie,
trywializacja odpowiada atlasowi z mapami a dyfeomorfizmy 6, odpowiadaja rézniczkom
na przestrzeniach stycznych.

Innym prostym przyktadem jest wiazka trywialna X x C'.

Mozna sprawdzié¢, ze kazda wiazka jest jednoznacznie okreslona (modulo izomorfizm)
za pomocy uktadu zbioréow trywializujacych i macierzy przejscia g, g spelniajacych relacje
kocykli.

Pojecie odpowiadajace (globalnemu) polu wektorowemu na wiazce stycznej to pojecie
sekcji:

Definicja 2.2.15 (Sekcja). (Holomorficzna) sekcja wigzki wektorowej V' nad rozmaitos-
cig X to (holomorficzne) odwzorowanie s : X — V| takie, Ze mo s = idx.
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Intuicyjnie, okreslenie sekcji to wybranie wektora w kazdym wtdknie w sposéb holomor-
ficzny. Oczywiscie w przypadku wiazki trywialnej pojecie to sprowadza sie do zwyktego
odwzorowania holomorficznego. 7 faktu iz nie istnieja (niestale) holomorficzne funkcje
na zwartych rozmaitosciach wnioskujemy iz istnienie globalnych holomorficznych sekcji
istotnie zalezy od konkretnej geometrycznej sytuacji.

Na specjalng uwage zastuguja wigzki liniowe:

Definicja 2.2.16. (Holomorficzna) wigzka liniowa to (holomorficzna) wigzka wektorowa
wymaaru 1.

W tym przypadku zamiast macierzy przejscia dostajemy lokalne funkcje holomorficzne.
Dzieki relacji kocykli funkcje te nigdzie sie nie zeruja.

Tak jak w przypadku ogélnym dowolny uktad lokalnych funkcji holomorficznych spet-
niajacych relacje kocykli definiuje wigzke liniowa.

Dzieki tej obserwacji zbiér wszystkich wiazek liniowych nad X (modulo izomorfizm)
mozna wyposazy¢ w naturalng strukture grupy za pomocg nastepujacych dziatan:

Jezeli L oraz L' sa wiazkami liniowymi danymi w lokalnej trywializacji (zawsze mozemy
zmniejszy¢ zbiory trywializujace tak, aby dostac wspélng trywializacje dla obu wiazek)
za pomocy funkcji go, 5 oraz g, 5 to definiujemy

L® L oraz L*

jako wigzki liniowe dane w tej lokalnej trywializacji przez funkcje ga 59, 5 oraz g;};.
Klasa wiazek liniowych (modulo izomorfizmy) ze zdefiniowanymi powyzej dziataniami
tworzy grupe abelowa, ktora nazywamy grupa Picarda X i oznaczamy przez Pic(X).

Uwaga 2.2.17. Relacja kocykli oznacza, ze { gap } tworzq taticuch w kohomologii Cecha
dla snopa O*. Tak wiec, z punktu widzenia teorii kohomologii, Pic(X) jest izomorficzna
z grupg kohomologii H' (X, O*). Nie bedziemy jednak korzystac z tego zwigzku. Odsylamy
do [De3] lub [GH], gdzie ta relacja zostala dokladnie omdéwiona.

Powr6¢émy do dywizoréw. Przypominamy, ze dywizor D o catkowitych wspotezyn-
nikach posiada lokalna meromorficzna funkcje definiujaca f, w kazdej (odpowiednio
malej) kuli U,, taka, ze fo(2) #0o0ile z € U, \{ D} ({ D} to geometryczny nosnik D)
oraz f, znika (badZ posiada biegun) z krotnoscig réwna wspotczynnikowi w rozwinieciu
dywizora. W takim razie funkcje fc—; zdefiniowane na U, N Up sa holomorficzne, niezerowe
oraz spelniaja relacje kocykli. Definiuja wiec pewna wiazke (tak zwang wiazke stowarzys-
zona), ktorg oznaczamy przez [D)].

Mozna pokazaé, ze

Tak wigc odwzorowanie
Div(X) > D — [D] € Pic(X)
jest homomorphizmem grup.

Mozna tez udowodnié (patrz np. [GH]), ze w przypadku rozmaitosci rzutowych ten
homomorfizm jest izomorfizmem. Tak wiec w tym przypadku teoria dywizoréw jest ana-
logiczna z teorig wiazek liniowych. Odnotujmy jednak, ze w ogdélnym przypadku nie
dostaniemy izomorfizmu - dla przyktadu nie dostaniemy epimorfizmu dla pewnych ze-
spolonych torusow.

Ponizej omowimy centralny temat w teorii dywizoréw - krotno$¢ przeciecia.
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Zaktadamy dla uproszczenia iz X jest powierzchnia zespolona (innymi stowy dimX =
2). Niech D oraz E beda dwoma hiperptaszczyznami przecinajacymi sie transwersalnie
w kazdym punkcie z € D N E oraz dodatkowo obie krzywe D i E sg gltadkie w otoczeniu
kazdego takiego punktu z. Zdefiniujmy w tym przypadku krotnos¢ przeciecia dywizordéw
odpowiadajacych krzywym (ktére tez oznaczamy jako D i E) za pomoca wzoru

DE :=f{z|x€e DNE}.

Za pomoca liniowosci pojecie to tatwo sie przenosi na ogdlne dywizory, o ile je zdefini-
ujemy dla dowolnych dwoch hiperpowierzchni.

Aby to zrobié potrzebujemy dwéch faktéw, ktére podajemy bez dowodu (dowody te
mozna znalezé np. w [GH]). Na poczatek jednak przypomnijmy pojecie homologicznosci
hiperpowierzchni:

Definicja 2.2.18. Duwie hiperpowierzchnie Cy oraz Cy (niekoniecznie zespolone) sq ho-
mologiczne jezely Cp — Cy jest brzegiem cyklu o rzeczwyistym wymiarze o jeden wiekszym.
Innymi stowy Cy 1 Cy sq homologiczne jezeli istnieje skonczony uktad (kawatkami glad-
kich) rozmaitosci D; wymiaru rzeczywistego o jeden wiekszy niz wymiar Cy i Cy, taki, Ze
(w sensie teorii homologit) . 0D; = Cy — Cs.

Twierdzenie 2.2.19. Dla dowolnych dwoch hiperpowierzchni D oraz E mozna znaleZé
hiperpowierzchnie D' i E' homologiczne odpowiednio do D i E, takie, ze D' i E' przecinajq
sie transwersalnie @ sq gladkie w otoczeniu kazdego punktu przeciecia.

Twierdzenie 2.2.20. Jezeli D jest homologiczny z D' oraz oba spetniajq warunki tran-
swersalnosci w stosunku do E, to zachodzi rowno$é

D.E=D"E.

Wyniki te pokazuja, ze w ogdlnym przypadku wystarczy znalezé¢ elementy transwer-
salne w klasach homologii i zdefiniowaé przecigcie za ich pomoca.

Obserwacja 2.2.21. Jezeli dywizory D, E majg rozlgczne nosniki geometryczne, to
D.E =0.

Uwaga 2.2.22. Definicja intuicyjnie wskazuge, zZe liczba przeciecia dwoch dywizorow efek-
tywnych powinna byé nieujemna. Jest to prawda, o ile dodatkowo dywizory te nie majg
wspolnej hiperpowierzchni w rozktadzie na sumy formalne. Na niektorych powierzchniach
istniejq jednak krzywe C, takie, ze C.C' < 0. Takie krzywe i odpowiadajgce im dywizory
nazywamy dywizorami wyjetkowymsi. Ich geometryczne wtasno$ci sq¢ bardzo wazne w ge-
ometrii algebraicznej - odsylamy do [GH]| i [Lal], gdzie mozna znaleZé wiecej szczegotow
na ten temat.

Na rozmaito$ci o wymiarze n przeciecie definiuje sie analogicznie za pomocg n-liniowego
odwzorowania
Div(X)" > (Dy,-+-,Dy) — Dy.--- .Dy,.
Ogodlniej, mozna tez zdefiniowa¢ przeciecie dla dowolnych podrozmaitosci o ile ich wymi-
ary dobierzemy tak, aby generycznie ich geometryczne przeciecie byto dyskretne. Waznym
przypadkiem szczegdlnym jest przeciecie dywizora z krzywa.
Wiecej informacji o dywizorach mozna znalezé w [GH] oraz [Lal.

2.2.3. Dywizory specjalne: szerokie, nef 1 duze dywizory. W poprzednich podrozdziatach
wprowadziliSmy pojecie dywizora efektywnego. W poszukiwaniu subtelniejszych pojeé
mierzacych dodatnio$¢ dywizora geometrzy rozpatrywali rézne specjalne klasy. Odno-

tujmy, ze tematyka ta jest jedng z centralnych we wspotczesnej geometrii algebraiczne;j.
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W pracy tej jednak pojecia te postuza wytacznie do wyjasnienia rozwazanych geome-
trycznych zatozen w nastepnych rozdziatach. Dlatego tez, aby nie odbiegaé¢ zanadto od
gléwnego tematu, naszkicujemy tylko gtéwne idee. Odsylamy wiec do [La] i [GH], gdzie
mozna znalez¢ obszerne omowienie tych pojeé¢, wraz z wieloma ilustrujacymi przyktadami.
W tym podrozdziale zaktadamy, ze rozwazane rozmaitosci sg rzutowe - w przeciwnym
przypadku niektére z pojeé (np. nef dywizor) musielibysmy zdefiniowaé¢ w inny (bardziej
zawily) sposéb.

Definicja 2.2.23 (Zupelny system liniowy). Niech D bedzie dywizorem na rozmaitosci
X. System liniowy skojarzony z D (oznaczany przez |D|) to zbiér wszystkich dywizoréw
efektywnych D' postaci D' = D + (f), gdzie f jest (globalng) funkcjg meromorficzng.

Dalej, dla prostoty, obiekt ten bedziemy nazywaé systemem liniowym.

Uwaga 2.2.24. Odnotujmy, zZe [D'] = [D] dla dowolnych dwéch takich dywizoréw D' i
D. Jezeli D = ) a;V;, to alternatywnie system liniowy jest okreslony przez wszystkie
funkcje meromorficzne g, takie, Ze ordy,(g) > —a; dla kazdej hiperpowierzchni V;.

Zaznaczmy wyraznie, ze rozmiar systemu liniowego (tzn. ilo$¢ jego elementéw) zalezy
od rozmaitosci X jak tez i od wyboru D - intuicyjnie im bardziej ”dodatni” (w sensie
wspolezynikow a;) jest dywizor D, tym wiecej elementéw moze mieé system |D|.

Pojecie to jest $cisle zwiazane z globalnymi (holomorficznymi) sekcjami stowarzyszonej
wiazki [D]. Istotnie, kazdy dywizor efektywny D’ jest postaci (g) dla jakiej$ holomor-
ficznej sekcji g wiazki [D'] = [D] ((g) oznacza tu, naduzywajac nieco oznaczenia, dywizor
generowany przez zera lokalnych funkcji holomorficznych, ktére definiuja sekcje g).

Odnotujmy, ze wiazka liniowa moze nie posiadaé (niezerowych) sekcji holomorficznych.
Odtad, aby unikna¢ komplikacji teorio - mnogosciowych, bedziemy jednak zaktadaé, ze
takie globalne sekcje istnieja dla rozwazanej wiazki [D]. Oczywiscie zbidr tych sekcji ma
strukture (zespolonej) przestrzeni wektorowej. Dzieki klasycznym wynikom geometrii al-
gebraicznej wiadomo iz zawsze jest to przestrzen skonczenie wymiarowa. Mozemy wiec
wybraé¢ baze postaci sy, ---, sk, gdzie k jest wymiarem przestrzeni. W ten sposoéb do-
chodzimy do pojecia odwzorowania stowarzyszoneqo:

Definicja 2.2.25 (Odwzorowanie stowarzyszone). Niech D bedzie dywizorem na X .
Meromorficzne odwzorowanie

Gp|: X Dz --»[s1(2) -1 sp(2)] € Pk-1

nazywamy odwzorowaniem stowarzyszonym z D (lub z wigzkq liniowq [D]). [Z1 : -+ Zg]
oznaczajg tu wspétrzedne jednorodne na P, Symbol -+ podkresla fakt iz odwzorowanie
jest meromorficzne (w szczegolnosci nie musi byé ono wszedzie okreslone).

Zauwazmy, ze odwzorowanie to zalezy od wyboru bazy. Jednak dwie ustalone bazy
réznig sie wylacznie o (izomorficzna) mape przejscia, tak wiec obrazy rozmaitosci za
pomocg dwoch réznych odwzorowan stowarzyszonych beda tozsame z doktadnoscig do
izomorfizmu.

UzyskaliSmy w ten sposob kanoniczne odwzorowanie w przestrzen rzutowa. W zwiazku
z tym pojawia si¢ pytanie przy jakich dodatkowych warunkach mozemy dosta¢ lepsze
wtasnosci dla ¢. W szczegdlnosci interesujace sa nastepujace wtasnosci:

e kiedy ¢|p| jest odwzorowaniem holomorficznym,
e jezeli spelniony jest pierwszy warunek, to kiedy ¢|p| jest zanurzeniem?

Jest to gléwna motywacja prowadzaca do pojecia (bardzo) szerokiego dywizora:
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Definicja 2.2.26 ((Bardzo) szeroki dywizor). Dywizor D nazywamy bardzo szerokim
jJezeli jego odwzorowanie stowarzyszone ¢|p| jest zanurzeniem holomorficznym. Dywizor
D nazywamy szerokim, jezeli mD jest bardzo szeroki dla pewnego m € N.

Uwaga 2.2.27. Aby wyjasni¢ nieco motywacje wprowadzenia takich pojeé, zauwazmy,
Ze jezeli s jest sekcjg [D], to s™ jest sekcja [D)™. Tak wiec liczba globalnych sekcji
szerokiej wigzki liniowej nie maleje wraz z braniem wielokrotnosci. Co wiecej, mozna
sie spodziewac, ze mowe sekcje powstajq wraz z tym procesem oraz te nowe sekcje bedg
zawieraly wiecej geometrycznej informacyi, co powinno doprowadzic¢ do lepszych wtasnosci
odwzorowania ¢.

Odnotujmy, ze szerokie dywizory byly centralnym obiektem badan w klasycznej ge-
ometrii algebraicznej.

Definicje te sg czysto geometryczne. Istnieja jednak wazne zwigzki pomiedzy ” szeroko$-
cia” i dodatnioscia. Nie bedziemy wchodzi¢ w szczegdly teorii (zamiast tego odsytamy
do [De3], [La] lub [GH]). Ponizej podamy tylko przyktad takiego zwiazku, ktory rozjasni
nieco motywacje wprowadzenia dalszych poje¢ w tym podrozdziale:

Twierdzenie 2.2.28 (Kryterium Grauerta). Niech X bedzie powierzchnig zespolong
(tzn. dimX = 2). Dywizor D na X jest szeroki wtedy i tylko wtedy gdy D? > 0 oraz
dla dowolnego efektywnego dywizora (alternatywnie: dla dowolnej nierozktadalnej krzywej
zespolonej) C' zachodzi nieréuwnosé D.C' > 0. Odnotujmy, Ze w wyzZszych wymiarach takze
istnieje podobne kryterium (zwane kryterium Nakai).

Oméwimy teraz pojecie nef dywizora. Jest to fundamentalne pojecie w teorii klasy-
fikacyjnej w geometrii algebraicznej (patrz np. [Lal).

Definicja 2.2.29 (Nef dywizor). Niech X bedzie rozmaitosciq rzutowq. Dywizor D na
X nazywamy nef jezeli dla dowolnej nierozktadalnej krzywej C mamy D.C > 0.

Obserwacja 2.2.30. Nef dywizory tworzq stozek w Div(X).

Uwaga 2.2.31. Odnotujmy, Ze (nieco sprzecznie z intuicjg) efektywny dywizor nie musi
byc nef - jest to spowodowane podobnymi przyczynami do omowionych w Uwadze 2.2.22.

Uwaga 2.2.32. W wymiarze dwa definicja ta jest rownowazna z nastepujgcg: D jest nef,
gezeli dla kazdego efektywnego dywizora C zachodzi D.C' > 0. Tak wiec, w pewnym sensie
nef stozek jest dualny do stozka dywizorow efektywnych.

Obserwacja 2.2.33. KaZdy szeroki dywizor jest nef. Réwniez granica (w Div(X)) szero-
kich dywizorow jest nef. Zachodzi tez wlasnosé odwrotna - stozek nef rowna sie domknieciu
stozka dywizorow szerokich.

Innym podstawowym pojeciem sa duze dywizory. Aby uniknaé¢ definiowania zbyt wielu
pomocniczych geometrycznych poje¢ podamy nieco opisows definicje:

Definicja 2.2.34 (Duzy dywizor). Niech D bedzie dywizorem na X. Dla dowolnego
m € N rozwazmy system liniowy generujgcy |mD|. Tak jak w przypadku dywizora szerok-
iego generuje on (meromorficzne) odwzorowanie pn,p|X --» PN D nazywamy duzym
dywizorem, jezeli obraz X dla pewnego m ma (maksymalny) wymiar, réwny dimX .

Obserwacja 2.2.35. Pojecie to jest w pewnym sensie modelowane na wtasno$ciach za-
nurzania za pomocg (bardzo) szerokich dywizoréw. W odrézinieniu od tego przypadku, sto-
warzyszone odwzorowanie jest tylko meromorficzne. W szczegolnosci, mogq istnieé¢ punkty

nieokreslono$ci (nazywane miejscem bazowym), gdzie odwzorowanie nie jest okreslone.
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Ponizej podajemy dwa wazne wyniki dotyczace duzych dywizoréw (dowody mozna
znalez¢ w [Lal):

Twierdzenie 2.2.36. Jezeli D jest nef dywizorem, to D jest duzy wtedy i tylko wtedy
gdy D™ > 0.

Drugim wynikiem jest szczegdlna wersja waznego twierdzenia litaki, ktore daje nam
wiecej informacji o odwzorowaniu z definicji duzego dywizora:

Twierdzenie 2.2.37 (Twierdzenie litaki o fibracji). Dia duiego dywizora D sto-
warzyszone odwzorowanie Gy,p X -+ PN jest biwymierne (czyli bimeromorficzne) na
swoj obraz dla pewnego m € N.

2.2.4. Wigzka kanoniczna. Przypomnijmy iz pojecie wiazki wektorowej byto oparte na
szczegblnym modelowym przypadku wiazki stycznej. Okazuje sie, ze wiazka styczna
ma wiele ciekawych wtasnos$ci. By¢ moze najwazniejsza z nich jest jej naturalnosé tzn.
mozliwos¢ jej zdefiniwania na dowolnej rozmaitosci.

Naszym glownym obiektem zainteresowan sg wigzki liniowe, wobec czego pojawia sie
pytanie czy istnieje podobna uniwersalna konstrukcja wigzki liniowej. W ten oto sposéb
dochodzimy do definicji wigzki kanoniczney:

Definicja 2.2.38 (Wigzka kanoniczna). Niech X bedzie zespolong rozmaito$cig wymi-
aru n. Wigzke liniowg

KX = AnT)*(
nazywamy wigzkq kanoniczng. Stosujemy tu oznaczenie Ty na wigzke dualng do stycznes,
a A" to n-ta potega zewnetrzna (operacje tq dokonujemy na kazdym widknie z osobna).

Whasnosci wiazki kanonicznej sa istotne w procesie klasyfikacji rozmaitosci. Ponizej
istotne dla nas beda nastepujace przypadki:

Kx jest szeroka (doktadniej, dywizor stowarzyszony z ta wiazka jest szeroki).
Kx jest trywialna.

— Kx jest szeroka.

K jest duza i/lub nef.

2.2.5. Klasy Cherna. W tym podrozdziale naszkicujemy jeden z podstawowych zespolo-
nych kohomologicznych niezmiennikéw rozmaitosci zespolonych - pierwsza klase Cherna.

Ustalmy dywizor D = Y a;V;. Z pomoca D mozna zdefiniowaé¢ odpowiadajacy mu
prad catkowania zadany przez wzor

1p(¢) ::Zai/vi¢

(¢ to forma testujaca dwustopnia (n — 1,n — 1)). Tak wiec np jest (1, 1)-(rzeczywistym)
pradem (dodatnim, jezeli dywizor D jest efektywny). Niech {7p } oznacza klase ko-
homologii De Rhama tego pradu. Z ogdlnej teorii wynika (patrz np. [De3]) iz ta klasa
kohomologii jest reprezentowana (na rozmaitosci kdhlerowskiej) przez gtadka (1, 1)-forme.

Definicja 2.2.39 (Pierwsza klasa Cherna). Niech X bedzie rozmaitoscig rzutowq.
Pierwsza klasa Cherna to klasa kohomologii nalezgca do H% p( X, R) reprezentowana przez
prad zadany za pomocq dywizora odpowiadajaceqo antykanonicznej wigzce —Kx. Klase
tq bedziemy oznaczaé przez c1(X).

Moéwimy iz pierwsza klasa Cherna jest dodatnia (co oznaczamy przez c¢i(X) > 0)
jezeli znajdziemy reprezentanta c;(X) bedacego forma kéhlerowska. Jezeli z kolei mozna

znalezé kiahlerowskiego reprezentanta dla klasy —c;(X) to méwimy iz klasa Cherna jest
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ujemna (oznaczamy to przez c1(X) < 0). Gdy c¢;(X) jest zerowa klasa kohomologii
piszemy po prostu ¢;(X) = 0.

W przypadkach opisanych powyzej mowimy iz klasa Cherna jest okreslona. Jest to
w pewnym sensie sytuacja dos¢ specjalna (przypominamy tu iz wspotezynniki dywizora
niekoniecznie musza mieé¢ taki sam znak). W wymiarze 2 rozmaitosci o okreslonej klasie
Cherna zostaly sklasyfikowane (patrz [T] gdzie podano na ten temat wiecej szczegotéw).
Intuicyjnie generyczna rozmaito$¢ bedzie jednak posiadaé¢ nieokreslona pierwsza klase
Cherna.

Odnotujmy, iz klase Cherna mozna wprowadzi¢ w inny, bardziej analityczny sposob
jako slad operatora krzywizny (patrz np. [T]), jednak dla naszych celéw algebraiczna
definicja jest wystarczajaca.

3. OPERATOR MONGE’A-AMPERE’A NA ROZMAITOSCIACH KAHLEROWSKICH
3.1. Definicje i pojecia.

3.1.1. Funkcje w-plurisubharmoniczne i zwigzane z nimi pojecia (pojemnosci, 0szacowa-
nia zbioréw podpoziomicowych, zasada poréwnawcza etc.) 7 zasady maksimum wynika,
ze na zwartej rozmaitosci zespolonej wszystkie funkcje plurisubharmoniczne musza by¢é
state. Réwnoczesnie na takich rozmaito$ciach moze istnie¢ wiele dodatnich (1, 1)-pradéw.
Dlatego tez wprowadzimy klase funkeji ktére sa ”prawie” plurisubharmoniczne (lokalnie
wygladaja jak funkcje plurisubharmoniczne minus pewna funkcja gtadka). W literaturze
funkcje te nazywane sa w réznoraki sposéb (np. funkcje quasiplurisubharmoniczne lub
dopuszczalne). W pracy bedziemy je nazywaé w-plurisubharmoniczne (lub, skrétowo,
w-psh).
Niech X bedzie zwarta n-wymiarows rozmaitoscia kahlerowska wraz z forma kéahlerowska

w wyrazong w lokalnych wspotrzednych jako

i koo
w=g ng;dz Ndz’.

k,j=1

Dla ustalenia uwagi bedziemy dalej zawsze zakladaé (o ile wyraznie nie zaznaczymy co
innego), ze w jest znormalizowana tak aby

/wnzl.
X

Definicja 3.1.1 (Funkcje w-plurisubharmoniczne). Klasq funkcji w-plurisubharmo-
nicznych nazywamy zbior
PSH(X,w) = {¢ € L'(X,w) : dd°¢ > —w, ¢ € C'(X)},
gdzie, jak zwykle d = 0 + 0, d° = i(é — 0) oraz C'(X) oznacza przestrzen funkcji
potciggltych z gory.
Z klasg ta jest zwigzany takze operator Monge’a-Ampere’a.

Definicja 3.1.2 (Operator Monge’a-Ampeére’a dla funkcji w-psh). Operator Mon-
ge’a-Ampere’a definiujemy przez

(W)™ =Wy A Awy,

———
n—razy

gdzie

Wy 1= w + dd¢u.
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W pracy [K3] Kotodziej zdefiniowal nowa pojemnosé na rozmaitosciach kéahlerowskich
analogiczng do pojemnosci Bedforda-Taylora z teorii ptaskiej.

Definicja 3.1.3 (Pojemnosé wzgledna). Liczbe

cap,(K) :== sup{/[((w¢)”|¢ € PSH(X,w), 0 <y <1}

nazywamy pojemnoscig wzgledng (borelowskiego) zbioru K.

Analogicznie do zbiezno$ci wzgledem pojemnosci w przypadku ptaskim, takze i na
rozmaitosci mozna rozpatrywaé zbieznosé wzgledem (wzglednej) pojemnosci.

Definicja 3.1.4 ([K3]). Mowimy, Ze cigg ¢; € PSH(X,w) zmieza wzgledem pojemnosci
do ¢ € PSH(X,w) jezeli

Vit >0 cap,(|lp; — ¢l >t) — 0, j — oo.

Odsytamy do prac [K3|, [GZ1], gdzie mozna znalezé podstawowe informacje dotyczace
tego pojecia. Hiep ([Hi]) wykazal nastepujaca charakteryzacje zbieznosci wzgledem po-
jemnosci w przypadku funkcji ograniczonych:

Twierdzenie 3.1.5. Niech ¢;, ¢ bedq jednostajnie ograniczonymi w-psh funkcjami. Nas-
tepujgce warunki sq rownowazne:

(1) ¢; zmierza do ¢ wzgledem pojemnosct,

(2) limsup;_, ¢; < ¢ oraz [ (¢; — p)wp — 0.

Ponizej podajemy twierdzenie pozwalajace oszacowac pojemnosé zbioru podpoziomi-
cowego dla réznicy dwoch funkceji w-plurisubharmonicznych za pomoca miary Monge’a-
Ampere’a funkcji ”mniejszej”:

Twierdzenie 3.1.6 ([K3]). Niech ¢, € PSH(X,w) oraz ¢ spetnia nieréwnosci 0 < ¢ <
C. Wtedy dla s < C' + 1 zachodzi nieréuwnosc

C n
Cap,({t +2s < ¢}) < ( :_1) /{¢+ ¢}(w + dd“)".

Dowdd. Zdefiniujmy zbiér E(s) := {¢+s < ¢}. Wezmy dowolna funkcje p € PSH (X ,w)
o wartosciach w [—1,0]. Niech V' := omp + (1 — &5)¢ — s} Korzystajac z

oszacowall —s < 75p — 79 < 0 dostajemy ciag inkluzji

E(2s) CV C E(s).

Otrzymujemy wiec nastepujace oszacowanie:

S S

G [, o s [ (e 0 e

<oz f

(korzystamy tu z powyzszych inkluzji i zasady poréwnawczej). Teza twierdzenia teraz
wynika wprost z definicji C'ap,,. U

Ponizej udowodnimy analogiczny wynik przy nieco zmodyfikowanych parametrach.

Propozycje ta wykorzystamy w nastepnych rozdziatach.
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Propozycja 3.1.7. Niech ¢,¢ € PSH(X,w) spelniajg nieréuwnosci 0 < ¢ <a, 0 <1 <
a. Wtedy dla dowolnych m, n, t > 0 zachodzi nieréwnosé

Cap,({¢p + (m+n)t < ¢}) < (a;l)n /{er t<¢}(w + ddy)".

Dowdd. Jezeli nt > a+ 1, to zbior {1+ (m+n)t < ¢} jest pusty (korzystamy tu istotnie
z dodatkowego zatozenia na 1) i propozycja trywialnie zachodzi. Gdy z kolei nt < a + 1
to dla dowolnej funkcji p € PSH(X,w),—1 < p < 0 mamy nier6wnosci

0 < nto _ntp < nta n nt _
“14a a+1"a+1 a+1
Z tych nieréwnosci dostajemy ciag inkluzji

nt.

nt nt
t < C t<(l——— —0p; C t<of.
{4 (m+n)t < 6} © (Y mt < (1= =")o+ —=p} € {4+ mt < 6}
Dalej rozumowanie jest analogiczne to tego z Twierdzenia 3.1.6. U

3.1.2. Klasy Cegrella. Tak jak w omawianym juz przypadku ”plaskim” chcielibySmy
poszerzy¢ dziedzine operatora Monge’a-Ampere’a, czyli znalezé odpowiedniki klas Ce-
grella. Ponizej przedstawimy podstawowe pojecia oraz trudnosci jakie nowa sytuacja
stwarza. Odsylamy do prac [GZ2], [Dil] gdzie problemy te zostaly szczegdtowo omdbwione.

Odnotujmy na poczatku, ze dla dowolnej funkcji v € PSH(X,w) miara probabilisty-
czna (w + dd®max(u, —j))" jest zawsze dobrze zdefiniowana. Wiadomo tez (patrz np.
(GZ2]), ze cigg miar X ys—j}(w+ dd® max(u, —j))" jest zawsze rosnagcy. W zwiazku z tym
zdefiniujmy klase

EX,w):={ue PSH(X,w) | lim | Xqus_jj}(w+ dd°max(u,—j5))" = 1}.
j—oo Jx

Funkcje, ktére naleza do £(X,w) moga by¢ nieograniczone, ale warunek catkowy powoduje,

ze graniczna miara dla ciggu x{us—j1(w + dd® maz(u, —7))" (ktéra jest poprawnie zdefin-

iowana, gdyz ciag jest monotoniczny) zeruje si¢ na zbiorze {u = —oo}. Tak wigc formalnie

mozemy zdefiniowaé

(w4 dd® u)" = lim gy (w + dd® ma(u, —j))".
]*}OO

Mozna w szczegdlnosci wykazaé, ze tak zdefiniowane miary Monge’a-Ampere’a dla funkcji
z £(X,w) zeruja sie na wszystkich (borelowskich) zbiorach pluripolarnych. Intuicyjnie
warunek catkowy oznacza, ze funkcja z £(X,w) ma "malte” osobliwosci - nawet gdy jest
nieograniczona to w poblizu punktéw zbioru pluripolarnego koncentruje si¢ zbyt mato
"energii” by mogly powsta¢ patologie znane nam z Przyktadu 2.1.40. Odnotujmy tez
istotng réznice w definicji w poréwnaniu ze znana nam klasa £(€2) w przypadku ptaskim.
Tak zdefinowana klasa zostala wprowadzona przez Guedja i Zeriahiego w [GZ2], ktérzy
wzorowali sie na pomystach z [BT4] (podobny pomyst wykorzystania ciagu aproksymu-
jacego max {u, —j} zostal takze wykorzystany w [Dil]). W pracy [GZ2] omdbwiono
szczegblowo to nowe pojecie.
Zdefiniujmy réwniez klasy (X, w), (lub ogélniej EP(X,w),p > 0) jako

EP(X,w) ={peé(X,w) | /X|gb|pwg<oo}.

Funkcje w-plurisubharmoniczne sa péiciagle z gory, a wiec organiczone z géry na (zwartej)
rozmaitodci kdahlerowskiej. Dlatego tez zazwyczaj rozpatruje sie tylko ujemne funkcje w-

plurisubharmoniczne w klasach EP(X,w), co czesto ulatwia rachunki. Historycznie klasy
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EP byty definiowane (analogicznie do klas Cegrella w przypadku ”ptaskim”) za pomoca
ciggu aproksymujacego ¢;,¢; \, ¢, takiego, ze sup; [ ]¢j|png < o0o. Jednak wyniki z
|GZ2, Dil] pokazaly, ze wystarczy wzia¢ ciag ¢; := max(¢, —j), tak wiec obie definicje
sg réwnowazne.

Mozna réwniez zdefiniowaé ”lokalne” klasy nasladujac podejscie Blockiego z [Bl4, B12].
Zdefiniujmy klase D(X,w) jako

D(X,w):={¢ € PSH(X,w) | Vz € X JU, — otwarty, z € U,, p+ ¢ € D(U,) },

gdzie p jest lokalnym potencjalem w U, dla formy w oraz D(U,) jest maksymalna dziedzina
operatora Monge’a-Ampere’a w obszarze U, (tak jak w [Bl4, Bl2]).

Bardzo istotna réznica w poréwnaniu do teorii ”plaskiej” jest niezgodnosé D(X,w)
oraz (X, w), co zostalo udowodnione w [GZ2]. Guedj i Zeriahi pokazali, ze dla dowolnej
ujemnej funkeji w-plurisubharmonicznej u oraz 0 < a < 1 mamy —(—u)* € £(X,w) (dla
a = 1 wlasnosé¢ ta nie zachodzi: innymi stowy £(X,w) # PSH(X,w)), jednak na ogd?
—(—u)* € D(X,w) tylko dla 0 < a < 1.

Zdefiniujmy réwniez D*(X,w) jako

DY (X,w) ={9peDX,w) | wyg(A) =0, VAC X, A— pluripolarny }.

W pracy [GZ2] wykazano, ze D*(X,w) C £(X,w), jednak D(X,w) € £(X,w) € D(X,w).

Czesciowo z tego powodu terminologia dotyczaca klas Cegrella nie jest jeszcze utr-
walona. Tak wiec klasa D(X,w) czasami oznaczana jest jako £(X,w) (np. w [HaKH]
lub [Di2]). Klasa £(X,w) z kolei istotnie r6zni sie od jej odpowiednika £(£2) z przypadku
"plaskiego” (jedna z réznic polega na tym, ze funkcje z klasy £(£2) moga mieé¢ miare
Monge’a-Ampere’a niezerujaca sie na skonczonej liczbie punktéow (bedacych oczywiscie
zbiorem pluripolarnym)).

Ponizej podajemy wynik z ktérego bedziemy w dalszej czedci pracy korzystaé. Jest to
nieréwno$¢ dla mieszanych miar Monge’a-Ampere’a.

Twierdzenie 3.1.8. Niech u, v € £(X,w) beda funkcjami w-plurisubharmonicznymi, p
bedzie dodatniq miarg zerujgcq sie na zbiorach pluripolarnych oraz f, g € L*(du). Jezeli

(w+dd°u)" > fdu, (w+ dd°v)" > gdpu,
(nieréwnosé w sensie miar), to
(w4 dd®u)* ANw + dd°v)" ™" > f%gnT_kdu, Vke{l,--- ,n—1}.

Fakt ten wynika z Twierdzenia 2.1.52, gdyz rozpatrywane miary zeruja si¢ na zbio-
rach pluripolarnych oraz z obserwacji, ze nieréwno$¢ we wspomnianym twierdzeniu ma
charakter lokalny. 7Z powyzszej nieréwnosci wynika nastepujacy wniosek:

Whiosek 3.1.9. Jezeli ¢, ¢ € E(X,w) oraz w} = wy, to dla dowolnego t € (0,1)
zachodzi rownosc
iy = 0§ = W
Nastepne twierdzenie ktore omoéwimy, to uogédlnienie zasady poréwnawczej. Jest ono

bardzo podobne do "zwyktej” zasady poréwnawczej, jest jednak w pewnym sensie niety-
powe, dlatego tez naszkicujemy jego dowod.

Twierdzenie 3.1.10 (Uogdélniona zasada poréwnawcza). Niech T bedzie dodatnim,
zamknietym (k, k)- pradem na X postaci wg, N ---ANwey,, ¢; € E(X,w) Vje{l,--- k},
gdzie 0 < k <n —1. Niech dodatkowo u, v € E(X,w). Wtedy zachodzq nieréwnosci

/ WITFAT < / WIRAT.
{u<v} {u<v}
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Dowdd. W przypadku k = 0 jest to zwykla zasada poréwnawcza w klasie £(X, w), ktérej
dow6d mozna znalezé w [GZ2|, (historycznie, pierwsza wersje zasady poréwnaczej, dla
ciagtych funkeji ograniczonych, udowodnit Kotodziej w pracy [K3]). Wystarczy pokazaé
nierownos¢ dla n — k = 1, gdyz pozostate przypadki tatwo mozna sprowadzi¢ do tego
poprzez iteracje. Zaktadamy wiec, ze n — k = 1.

W klasie D*( X, w) wynik ten zostal udowodniony w [HaKH]. Nasz przypadek nie rézni
si¢ istotnie od tego.

Mozemy wtasciwie powtérzy¢ rozumowanie z Twierdzenia 1.5 z [GZ2], o ile wykazemy
ze dla ograniczonych u, v

X{u<v}Wy ANT = X{u<v}Wmax(u, v) A T,

co odpowiada réwnosci (1) z dowodu Guedja i Zeriahiego.
Zdefiniujmy funkcje pomocnicze

¢gj) - max(d%, _])

Niech TV := w 5@ N AW W tym przypadku wszystkie rozwazane funkcje nalezg
1 n—1

do D*(X,w), wiec twierdzenie z [HaKH] zachodzi. Oznacza to, ze dla ograniczonych u, v

dostaniemy
/ wUAT(j)S/ wu/\T(j).
{u<v} {u<v}

Z wlasnosci klasy £(X,w) udowodnionych w [GZ2] wynika iz dla ograniczonych u, v
przechodzac do granicy 7 — oo otrzymamy

/ wv/\T§/ wu AT
{u<v} {u<v}

Przejscie z przypadku u, v- ograniczonych do przypadku ogélnego mozna wykonaé tak
jak w Twierdzeniu 1.5 w [GZ2].
O

3.2. Teoria r6wnania Monge’a-Ampere’a.

3.2.1. Twierdzenie Calabiego-Yau i jego uogodlnienia. Operator Monge’a-Ampere’a jest
wazny w geometrii zespolonej gdyz z jego pomocy dostajemy wzor na krzywizne Riciego.

Definicja 3.2.1 (Krzywizna Ricciego). Jeieli w = § Y ¢ . g,5d2" N dZ/ jest formg
kihlerowskq (ze skojarzong metrykq (g,5)x7) definiujemy jej krzywizne Ricciego jako forme
Ric, za pomocg wzoru

Ric,, := —iddlog(det(g;))-

Zwrboémy uwage iz taka definicja (a priori) zalezy od wyboru lokalnych wspétrzednych.
Jednak wybierajac inne wspotrzedne wyznacznik pod logarytmem zmieni sie o kwadrat
modutu Jakobianu holomorficznej zmiany zmiennych. Skoro log(|F|?) jest funkcja pluri-
harmoniczna dla holomorficznej (niezerujacej sie) funkeji F', nasza forma nie zmieni swoich
wartosci po zmianie zniennych. OtrzymaliSmy wiec globalnie zdefiniowana (1, 1)- forme.

Mozna jednak pokazaé¢ wigcej: forma Ric, w sensie kohomologicznym nalezy do pier-
wszej klasy Cherna ¢;(X) (w rzeczywistosci nalezy do klasy 2me; (X)), jednak zgodnie ze
zwyczajem geometréow bedziemy stata 2w pomijaé¢). Dowdd tego faktu mozna znalezé np.
w [GH] lub [T]. Zainteresowanie geometréw krzywizna Ricciego zapoczatkowato dokltad-
niejsze badania tych elementéw z ¢;(X) ktore "powstaja”’ jako formy Ricciego pewnej

metryki. Dato to poczatek stynnej hipotezie Calabiego:
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Ustalajgc klase kohomologii [w] € HYY (X, R) (reprezentowanq przez forme kihlerowskq)
na zwartej rozmaitosci kahlerowskiej oraz forme 6 € c1(X) czy mozna zawsze znaleZé
kihlerowskiego reprezentanta n € [w] ktdrego krzywizna Ricciego spetnia réwnanie Ric, =
07

Prawdziwos¢ tej hipotezy pozwalataby np. stwierdzi¢ iz na rozmaitosci kahlerowskiej,
takiej, ze ¢1(X) = 0 zawsze mozna znalez¢ kdhlerowska metryke ptaska w sensie Ricciego
(czyli forme 7 taka, ze Ric, = 0) w dowolnej klasie kéhlerowskiej. Ten fakt z kolei pozwala
uzyskaé wiele informacji o geometrii a nawet topologii takiej rozmaitosci (szczegbly mozna
znalezé¢ w [T)).

Z tak zwanego 00 lematu (dowéd mozna znalezé w [De2] lub [T]) dowolna forma
kohomologiczna do w jest typu w + i00u dla pewnej rzeczywistej funkeji u. Dostajemy
wiec dwa réwnania

Ric, 99, = —i00log((w + i00u)™) = 6 + i00f,
Ric, = —id0log((w)") = 0

(stosujemy tu sugestywne oznaczenie wyznacznika (gy;) przez w"- przypominamy jednak,
ze w" jest forma, a nie funkcja). Odejmujac drugie réwnanie od pierwszego otrzymamy
= w + 100u)" =
(3.1) —z@@log(g) = 100f.
w?’b

Skoro jednak na zwartej rozmaitosci wszystkie funkcje pluriharmoniczne musza by¢ state
z (3.1) otrzymujemy

+ i00u)"

wn
dla pewnej staltej c. Rozpisujac to otrzymujemy réwnanie Monge’a-Ampere’a
(w4 100u)™ = e~ TTew™,

Tak wiec hipoteza Calabiego sprowadza si¢ do rozwigzania réwnania typu Monge’a-
Ampere’a. Zostalo to zrobione przez Yau w jego fundamentalnej pracy [Y]:

Twierdzenie 3.2.2 (Twierdzenie Calabiego-Yau). Réownanie Monge’a-Ampére’a wy-
nikajgce z (3.1) posiada gladkie rozwigzanie zawsze gdy funkcja f jest gladka.

Dowdd twierdzenia Calabiego-Yau jest zbyt dtugi by go umiesci¢ w pracy w catosci.
Naszkicujemy tylko podstawowe elementy.

Dowod opiera si¢ na tzw. metodzie cigglosci. Na poczatku rozwigzujemy prostsze row-
nanie (np. dla f = 1 oczywiscie u = 0 jest rozwiazaniem), i probujemy modyfikowaé
funkcje f za pomoca ciggtej deformacji az do naszego ustalonego problemu Dirichleta
(prosta deformacja jest [0,1] > ¢t — f(t) = tf + (1 —t)). Chcemy pokazaé, ze dla
dowolnego czasu t € [0, 1] powstale réwnanie ma rozwiazanie (w szczegdlnosci dla ¢ = 1
rozwiazemy nasz problem poczatkowy). Wystarczy pokazaé iz zbiér tych ¢ € [0, 1] dla
ktorych problem (w + i00u;)" = f(t)w™ posiada (gtadkie) rozwiazanie jest réwnoczesnie
otwarty i domkniety. W dowodzie otwartosci korzysta sie z wersji twierdzenia o odw-
zorowaniu uwiktanym w przestrzeni Banacha C*°(X) (szczegbty mozna znalezé w [T]) by
pokazac, ze rozwigzanie dla ¢y, implikuje mozliwos¢ rozwigzania problemu dla ¢t odpowied-
nio bliskich .

Duzo trudniejsze jest wykazanie domknietosci. Wystarczy pokazac, ze majac ciag
rozwigzan dla czaséw t;, takich iz lim; . t; = to mozemy rowniez rozwigzaé problem dla
to. Mozna w tym celu skorzysta¢ z twierdzenia Arcela-Ascoli dla ciagu rozwiazan u,, dla

czaséw t; (rozpatrujac ten ciag w przestrzeni Banacha C**(X)) musimy jednak uzyskaé
39



C° C*', C? oraz C** oszacowania a priori. Jest to wlasnie gtéwna (techniczna) czesé
pracy [Y].

Historycznie C® oszacowania (zamiast C**) byty wykorzystywane a dowdd tychze byt
znany od dawna (odsytamy do [Sil] gdzie mozna poznaé historie problemu). Oszacowanie
C? okazalo si¢ by¢ niezaleznym od oszacowania na C' norme (co jest niezwykle rzadkim
przypadkiem w teorii nieliniowych réwnan rézniczkowych), tak wiec dowdd sprowadza
sie do ograniczenia norm C° oraz C?. O ile C? oszacowania uzyskano za pomoca metod
znanych juz z teorii rzeczywistego operatora Monge’a-Ampere’a w R”, to ograniczenie
normy jednostajnej (niespodziewanie) okazalto sie najtrudniejsze. Przypomnijmy tu, ze
w przypadku "ptaskim” kontrole normy jednostajnej mozna uzyska¢ za pomoca zasady
poréwnawczej. W swoim dowodzie Yau [Y] wykorzystal technike iteracyjna Mosera potac-
zong z "odwrotnymi” nieréwnosciami Holdera i nieréwnosciami Sobolewa.

Polaczenie tych metod naklada jednak restrykcyjne warunki na f (np. oszacowanie
zalezy od infxe™') i po pewnym czasie nowe geometryczne problemy (zwigzane np. z
zachowaniem rozwigzan gdy pozwolimy formie kdhlerowskiej ewoluowaé) nie daty sie
rozwiazaé¢ ta metoda.

Z drugiej strony Kotodziej, uzywajac metod torii pluripotencjatu ([K2]) wykazal C°
oszacowanie dla stabych rozwigzan rownania

(3.2) (w+ dd* ¢)n = Fuw", gdzie F >0, F € Lp(wn)’ p>1, / Fuo™ :/ W
X X

Gtéwnym udoskonaleniem w wyniku Kotodzieja w poréwnaniu do metod Yau jest wyka-
zanie, ze oszacowanie nie zalezy ani od infx F' ani od gtadkosci tej funkcji.

Ponizej naszkicujemy gtéwne pomysty w dowodzie Kotodzieja. Oryginalny dowdd
opiera sie na kilku faktach pozwalajacych zredukowaé zaganienie do problemu lokalnego
z teorii " ptaskiej”.

Odnotujmy na poczatku, ze jezeli u jest ujemna funkcja w-plurisubharmonczna, to
catka [ + uw™ jest zawsze skonczona. Co wigecej mozna jg oszacowac z dotu przez —c; dla
pewnej statej ¢; zaleznej wytacznie (X, w) (bedziemy numerowaé w tym szkicu dowodowym
state niezalezne ¢; aby je odréznia¢). Tak wiec w dowolnej mapie U takze otrzymamy
oszacowanie fU uw™ > —c;. Wybierajac dowolne pokrycie otwarte (czyli skoficzony zbiér
map V;, i =1,--- , N takich, ze UN,V; = X) otrzymamy

(3.3) supy,u > —Ca,

gdzie stalta ¢y zalezy od X oraz od pokrycia lecz nie zalezy od wu.

Pokazemy teraz, ze dla dowolnego z € X znajdziemy w otoczeniu z potencjat n dla
metryki kahlerowskiej, taki, ze w punkcie z posiada on Sciste minimum.

W lokalnych wspétrzednych w kuli B” o érodku w z kazdy potencjal p formy w jest
(lokalna) funkcja $cisle plurisubharmoniczna. Ze wzoru Taylora otrzymujemy rozwiniecie

pz+h) = p() + 2RO ashy + > buhihi) + 3 ejphyhi + of|h]?)
j=1

3k=1 Gk=1
= RP(h) + H(h) + o(|h[?),

gdzie P jest holomorficznym wielomianem wzgledem h, a funkcja H jest zespolonym
hessjanem w punkcie z.

Powtarzajac rozumowanie z [K2] (Lemat 2.3.1) nowa funkcja n := p — RP(- — z) jest
takze lokalnym potencjalem formy w, osiggajacym Sciste lokalne minimum w punkcie
z (wykorzystujemy tu istotnie fakt iz w z hessjan H jest $cisle dodatnio okreslony).

Oznacza to, ze dla kul B oraz B’ dla ktérych zachodzg inkluzje B € B' € B” oraz Bi B’
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sa odpowiednio mate uzyskamy nieréwnosc infgg n > supgn + c3 dla pewnej dodatniej
statej c3 > 0 zaleznej od dodatniosci w oraz modutu ciagtosci funkceji 7.

Korzystajac ze zwartosci mozna wybraé skonczong ilos¢ takich trojek kul B, € B, &
B:, tak zeby B, tworzyty pokrycie otwarte.

Ustalajac punkt ¢ € X gdzie funkcja u osiaga minimum (przypominamy tu, ze dowo-
dzimy oszacowanie a priori - zaktadamy wiec, ze u jest ciggta, a wiec minimum jest gdzies
osiagane) wybierzmy jedna z kul B,, takich, ze ¢ € B, (dalej, dla ulatwienia notacji,
bedziemy pomijaé¢ indeks z). Ustalmy tez dowolna kule B* taka, ze B’ € B* € B". W
takiej sytuacji otrzymamy nieréwnosé¢ supgu = u(z) > —cy dla pewnego v € B € B'. 7
definicji wynika tez, ze funkcja v := u + 7 ma nastepujace wlasnosci:

(3.4) v jest plurisubharmoniczna w B’
(3.5) v(z) > —cy,
(3.6) v(c) <infop — cs,

dla pewnych statych c4, c5 zaleznych tylko od X. Tak wiec dowdd sprowadzilismy do
nastepujacego problemu lokalnego (ponizej wprowadzamy notacje identyczna do uzywanej
wczesniej aby bardziej sugestywnie pokazaé ktore obiekty sa odpowiednikami swoich pier-
WOWZOTrOW ):

Niech B" bedzie obszarem $cisle pseudowypuklym w C" oraz niech ujemna funkcja
plurisubharmoniczna v spetnia réwnanie (dd°v)™ = fd\ dla pewnej funkcji f # 0, f €
LP(dN), p > 1 (przypominamy iz d\ to miara Lebesque’a). Zaléimy dodatkowo, Ze w
pewnym punkcie x zachodzi nieréwnosé v(x) > —c4 oraz zbiory U(s) = {z| v(z) <
—s}NB' sq niepuste i relatywnie zwarte w obszarze B' € B* € B" dla dowolnej stalej s
z odcinka o dlugoSci wiekszej niz c;. Wtedy

—infpv < Cles, ¢5, B, B, B", p, ||fllp),

dla pewnej statej zaleznej tylko od wymienitonych obiektow.

Nierownos¢ ta daje nam oszacowanie jednostajne dla v, a wigc rowniez dla funkcji u na
X. Dowdd (do$é techniczny) tego faktu mozna znalezé w [K2] (Lemat 2.3.1). Wspomnimy
tylko, ze dowodd w bardzo istotny sposob opiera sie na nastepujacym lemacie:

Lemat 3.2.3 ([K2]). Jezeli f > 0, f € LP(d\, B"), p > 1, to istnieje rosnqgca funkcja
Q : (0, c0) — (0, c0) spelniajgca warunki

(1) 7R (y)) ' dy < +oo,
(2) dla dowolnego zbioru zwartego K: [, fd\ < Acap(K, B")|[Q(cap(K, B")~"/"71,
gdzie A jest stalg zalezng od B, n i Q.

Intuicyjnie oszacowanie to oznacza, ze miara Monge’a-Ampere’a funkcji v maleje (dla
malych kompaktéw K') nieco szybciej od pojemnosci. Szybkosé tego ”zmniejszania sie”
jest mierzona za pomoca funkcji Q. W pracy [K2] w rzeczywistosci wykazano, ze mozna
wybraé Q(t) = ¢,,t"™ dla dowolnego dodatniego wykladnika m (wraz ze wzrostem m stata
Cm sie zwieksza). W tym miejscu zdefiniujmy pomocnicza funkcje x ktéra wykorzystamy
w pozniejszych rozdziatach:

[e o]

(3.7) i(s) = AV / y QT (y)dy + Q7 (s,
s—1/n
Dla wyboru @ jak wyzej tatwo sprawdzi¢ iz x(s) = cmm,Atnﬂ?.
Po pracy [K2] powstalo kilka zmodyfikowanych dowodéw L oszacowania (np. [K3],

[K4] oraz [EGZ]). W tych nowszych dowodach zamiast lokalizowania problemu analiza
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jest prowadzona globalnie na rozmaitosci X. Z tego powodu w tychze dowodach zami-
ast pojemnosci cap(K, B") wykorzystuje sie pojemnoéé wzgledng cap,,. Dowodzi sie, ze
odpowiednik Lematu 3.2.3 zachodzi takze w tej sytuacji. Zdecydowalismy sie przedstawic
szkic oryginalnego dowodu, gdyz niektore z wprowadzonych poje¢ bedg wykorzystywane
w nastepnych rozdziatach.

Nastepnym krokiem jest wykazanie lepszej regularnosci dla stabych rozwigzan. W
pracy [K2] udowodniono ciaglosé rozwiazan réownania (3.2). Wynik ten wykazemy w
nastepnym podrozdziale, gdzie zostanie on oméwiony w ogdlniejszej sytuacji.

3.2.2. Przypadek duzej formy. W analizie wielu probleméw geometrycznych, czesto klasa
kahlerowska nie jest ustalona, np. ewoluuje wraz z potokiem geometrycznym. Fundamen-
talne znaczenie maja tu sytuacje graniczne, czyli co sie dzieje gdy ciag form kahlerowskich
zmierza do formy nie bedacej kahlerowska. Typowym przykladem jest zachowanie w
nieskonczonosci potoku Kahlera-Ricciego w przypadku gdy dywizor kanoniczny jest duzy
i nef (patrz ostatni rozdzial). Jedna z mozliwych sytuacji granicznych sprowadza sie do
tzw. duzych form:

Definicja 3.2.4 (Duza forma). Zamknietq dodatnio pélokreslong (1,1)-forme w na
zwartej rozmaitosci X nazywamy big formg jezeli

/w">0.
X

Réznica pomiedzy duzymi formami a formami kahlerowskimi wynika z zatozenia o do-
datniej poétokreslonosci zamiast Scistej dodatniej okreslonosci. Typowy przyktad duzych
form mozna uzyskaé¢ nastepujaco:

Przykltad 3.2.5. Niech X @Y bedg zespolonymi rozmaitosciami oraz m : X — Y
bedzie odwzorowaniem holomorficznym, ktore jest gemerycznie skonczone (przeciwobraz
generycznego punktu z € Y jest zbiorem skoriczonym). Jezeli w jest formq kihlerowskq
na Y to m*w jest dodatnio potokreslong formg na X dla ktorej oczywiscie fX(W*w)” > 0,
jednak nie musi by¢ ona formq kahlerowskq. Lokalnie taki przyktad mozna zilustrowaé za
pomocg odwzorowania 7 : C? 3 (21, 20) — (21, 25) € C2. Wtedy * dd° ||z||* nie jest Scisle
dodatnio okreslona w punktach na prostej { zo =0 }.

Z punktu widzenia geometrii wazne jest réwnanie Monge’a-Ampere’a takze w przy-
padku duzych form:

(3.8) (wW+dd°P)" = Fu", ¢ € PSH(X,w), F >0, FeLl(W"), p>1.
W [EGZ]| oraz [Z] (patrz takze [BGZ]) wykazano, ze analogicznie do przypadku kihlerow-

skiego dostajemy L°° oszacowanie:

Twierdzenie 3.2.6. Niech w bedzie duzg formq na zwartej rozmaito$ci kahlerowskiej
oraz niech ¢ € PSH(X,w) bedzie rozwigzaniem problemu

(w4 dd°¢)" = Fw", supxp =0, F >0, F e LP(w"), p> 1.
Istnieje wtedy stata C zalezna tylko od X, w, p, ||F||,, taka, Ze
o]l < C.

W przypadku kdhlerowskim, jak juz wspomnieliSmy, rozwiazanie jest ciagte ([K2]).
Mozna si¢ wiec spodziewaé ciggtosci takze w przypadku duzych form. Jednak problem
ten okazal sie wysoce nietrywialny i pozostaje otwartym do dzis za wyjatkiem pewnego
szczegblnego przypadku ktory to przypadek omoéwimy ponizej.
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Twierdzenie 3.2.7. Niech w bedzie duzg formg. Wtedy rozwigzanie problemu Dirichleta
(8.8) jest ciggle, jezeli w jest postaci w = F*wyz, gdzie wy jest formg kdhlerowskqg na
(pewnej) rozmaitosci kdhlerowskiej Z, a F jest holomorficznym odwzorowaniem z X do
7, ktore dodatkowo jest lokalnie biwymierne na swaéj obraz.

Uwaga 3.2.8. W zastosowaniach geometrycznych najczeSciej rozmaitosciq Z jest prze-
strzen rzutowa PN dla pewnego N. Z tego powodu dowdd przeprowadzimy przy zatozeniu
iz Z = PN, choé, jak sie tatwo moina przekonaé, réinica pomiedzy tym przypadkiem
szczegolnym a sytuacjg ogolng nie jest istotna.

Wynik ten zostal uzyskany przez Zhanga w pracy [Z]. Jednak dowdd Zhanga jest zbyt
skrétowy i nieformalny. Precyzyjny dowdd zostal podany w pracy [DZ]. Ponizej opieramy
sie na tej ostaniej pracy. Odnotujmy jednak, ze wiekszo$¢ argumentéw wzietych jest z
[K2] i w wielu punktach powtarzamy rozumowanie Kotodzieja.

Na poczatku ustalmy zatozenia geometryczne. Standardowo niech X bedzie zwarta
rozmaitoécia kihlerowska na ktoérej bedziemy pracowaé, oraz F : X — PV, jest odw-
zorowaniem o tej wtasnosci, ze obraz F'(X) ma ten sam wymiar co X oraz dodatkowo
F jest lokalnie biwymierne, tzn. dla dostatecznie matego otoczenia U dowolnego punktu
z F(X) kazda sktadowa F~!(U) jest biwymierna z U. Przyktad takiego odwzorowa-
nia powstaje nastepujaco: jezeli na X mozna skonstruowaé¢ duzag wiazke L, to sekcje
L™ generuja (dla duzego m € N) biwymierny morfizm do PV o zadanych wtasnoéciach.
Odnotujmy wyraznie, ze lokalna i globalna biwymiernosé to rézne pojecia (co wskaze
tez przyktad ponizej) wiec w przypadku globalnej biwymiernosci trzeba bedzie dotozyé
pewne zaltozenia by przeprowadzi¢ analogiczny dowdd.

Rozwazmy Y := F(X). Z twierdzenia o odwzorowaniu wlasciwym Y musi by¢ (za-
zwyczaj osobliwym) podzbiorem analitycznym PY. Oczywiscie Y jest nierozktadalnym
i lokalnie nierozktadalnym zbiorem analitycznym (ostatni wniosek to przeformulowanie
warunku na lokalng biwymiernosé). Przypomnijmy w tym miejscu, iz pélciagta z gory
funkcja u na zbiorze analitycznym D jest stabo plurisubharmoniczna, jezeli dla dowolnego
dysku holomorficznego f : A — D funkcja w o f jest subharmoniczna (patrz [FN]). W
pracy tej udowodniono (w duzo ogdlniejszej sytuacji tzw. przestrzeni Steina), ze kazda
taka funkcja u lokalnie rozszerza sie (na przestrzeni w ktérej D jest zanurzony) do klasy-
cznej funkeji plurisubharmonicznej tzn. w naszej sytuacji dla dowolnego x € Y istnieje
malta euklidesowa kula B w PV, o érodku w z oraz funkcja v € PSH(B), taka, ze
U|BmY = Uu.

Przypusémy niewprost, ze ¢ jest dodatniag nieciagla funkcja w-plurisubharmoniczng
rozwiazujaca rozwazane rownanie Monge’a-Ampere’a oraz niech d := sup(¢ — ¢.) > 0,
gdzie ¢, oznacza dolng regularyzacje ¢. Supremum to jest osiggniete w jakims punkcie,
i jezeli E jest (domknietym) zbiorem {¢ — ¢, = d}, to istnieje punkt z( taki, ze ¢(xg) =
ming ¢. Odnotujmy iz dodatnio$¢ ¢ jest zalozeniem technicznym, ktore zawsze mozna
uzyska¢ dodajac odpowiednia statg, gdyz jak juz wiemy ¢ jest ograniczona.

Z zalozen wynika, ze istnieja zbiory analityczne Z C X oraz W C Y = F(X), takie, ze
Flx\z = Y \ W jest biholomorfizmem oraz S := {w" = 0} C Z. W przypadku ogélnej
duzej formy S nie musi by¢ zawarty w zbiorze analitycznym - moze sie nawet zdarzy¢ iz
S jest otwarty w X.

Mozliwe sg dwie sytuacje.

(1) zp € X \ S. W tym przypadku w jest scisle dodatnia w malej kuli o srodku xq i

powtarzajac argument z Rozdziatu 2.4 z [K2] dostajemy sprzecznosé.
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(2) 2o € S. W tym przypadku znajdziemy zbiér otwarty V' (nieeuklidesowy, czyli
niekoniecznie zawarty w lokalnej mapie) oraz potencjal 6 dla formy w na V', taki,
ze infgy 0 > 0(xy) + b, dla pewnej statej b > 0.
Rozwazmy F(xy) = z oraz otoczenie U punktu z (w PV), o wlasnodci jak w definicji
lokalnej biwymiernosci - przeciwobrazy beda biwymierne z U N'Y. Wybierzmy ten w
ktorym lezy xo. Dalej zawezamy analize do F|p-1(1)54, — U. Zdefiniujmy

d(w), dlazeY\Wwe X\ Z, Flw) ==z

F, =
P(2) {hm SUPx\ z5¢—: F¥@(C) dla 2 € W

oraz lokalny potencjal n dla formy kéhlerowskiej na U.

Fakt: n + F.¢ jest stabo plurisubharmoniczna na Y.

Dowdd tego faktu wyglada nastepujaco: staba plurisubharmonicznosé jest wtasnoscig
lokalng, wystarczy sprawdzi¢ ja wiec w otoczeniu dowolnego punktu z Y. Dla punktow
w ktorych Y jest gladki jest to natychmiastowe. Jednak w punktach osobliwych moga
pojawi¢ sie problemy, jak pokazuje przyktad punktéw podwdjnych: rozwazmy (klasyczny)
lokalny przyktad:

Niech

F:C>t— (*—1,t(t*—1)) € C%.

Obraz F(C) nalezy do zbioru analitycznego {(z1, z2) € C?|2? + 23 = 22}. Dodatkowo F
jest bijekcja na obraz, z wyjatkiem punktow 1 oraz —1, ktére przechodza na (0,0). Ale
w tym przyktadzie F,v dla subharmonicznej funkcji v na C nie moze by¢ stabo plurisub-
harmoniczna na obrazie jezeli v(1) # v(—1). Odnotujmy jednak, ze tak skonstruowane
odwzorowanie F' nie jest lokalnie biwymierne.

Klasyczne twierdzenie (patrz [Del], Twierdzenie 1.7) méwi, ze na lokalnie nierozktadal-
nym zbiorze analitycznym Y kazda lokalnie ograniczona funkcja plurisubharmoniczna w
okreslona na Reg Y- czesci regularnej Y rozszerza sie za pomocy techniki ”limes supe-
rior” v(z) := limsup; ., ceregy ¥(¢) do funkcji stabo plurisubharmonicznej. Dodatkowo,
jak wynika z dowodu przedstawionego w [Del]| dla dowolnego s € Y oraz biwymiernej
modyfikacji G : Y — Y tak zwana cofnieta funkcja G*w jest stala na wiéknie G~1(s).

Jezeli wpn jest metryka kdhlerowska okreslajaca w (tzn. w = F*wpn), ustalmy dla
niej lokalny potencjal n w otoczeniu B punktu z (otoczenie w sensie P", bez straty
ogo6lnosci mozemy przyjaé, ze otoczenie to zawiera sie w U). Modyfikujac n tak jak
w dowodzie jednostajnego oszacowania w poprzednim podrozdziale zaktadamy, ze n ma
Sciste minimum w z. Dostaniemy wiec (zmniejszajac nieco B jezeli jest to konieczne)
infspn > n(z) + b dla pewnej dodatniej statej b.

Dzigki twierdzeniu Fornaessa-Narasimhana ([FN], Twierdzenie 5.3.1) istnieje mata kula
euklidesowa B w P" o $rodku w 2 oraz funkcja ¢ € PSH(B'), tak, ze t|yy = n+ F.é.
W otoczeniu jeszcze mniejszej kuli (zawartej w B', a takze w U- bez straty ogdlnosci
mozemy zatozy¢, zmniejszajac jeszcze bardziej B, jezeli to konieczne iz ta nowa mata
kula pokrywa sie z B) 1 mozna aprokysymowaé ciagiem malejacych gladkich plurisub-
harmonicznych funkcji v;. Za pomoca F' przeniesmy calyg konstrukcj¢ na X: niech
V= F~Y(BNY) oraz u;(w) := ¢;(F(w)) (u; sa okreslone tylko w okolicy V, niekoniecznie
na calym X). Dostaliémy ciag malejacych ciaglych funkcji plurisubharmonicznych na V'
zbiezny do u :=no F + F*(F.¢) = no F + ¢ (réwno$¢ wynika z faktu, ze ¢ musi byé
stata na wtéknach). Zaznaczmy wyraznie, ze V' nie musi by¢ obszarem euklidesowym (nie
musi by¢ zawarty w mapie), jednak no F' jest potencjatem dla w na calym tym obszarze.
Oczywiscie jest to istotna réznica pomiedzy tym szczegdlnym przypadkiem a sytuacja
ogoblna.
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Ponizej wykorzystamy lemat, ktory pokrywa sie z lematem z Rozdziatu 2.4 z [K2].
Lemat 3.2.9. Istniejg state ag > 0, t > 1, takie, zZe zbiory
W(j,c):={tu+d—ap+c<u;}

sqg niepuste 1 relatywnie zwarte w V' dla dowolnej stalej ¢ zawartej w pewnym przedziale
nie zalezgcym od 5 > jo.

Dowdd. Odnotujmy, ze E(0) := {u —u, =d}yNV = ENV, (gdyz potencjal jest ciggly).
Roéwniez zbiory E(a) := {u—u, > d—a}NV sa domkniete i maleja do F(0). Zdefiniujmy
c(a) == ¢(x9) — ming, ¢. Dostajemy w takim razie, ze limsup, o+ c(a) < 0, gdyz w
przeciwnym razie dostalibysSmy sprzecznosé¢ z definicja d. Tak wiec

1
cla) < =b
()< 3
dlad <a<ag< mm(%b, d). Niech A := u(zy). Odnotujmy, ze A > d, gdyz z konstrukeji
potencjal jest wiekszy niz 0 w xq oraz ¢, jako funkcja dodatnia, musi by¢ wieksza niz d
w xg. Wybierzmy t > 1 tak bliskie 1, ze spetnione sg nieréwnosci

(t—1)(A—d) < ag < (t—l)(A—d+§b).

Dla dowolnego y € 9V N E(aq) dostajemy

us(y) > n(F(x)) + b+ F*Fop(zg) > A—d+ ;b.

Stad u(y) < u.(y)+d < tu,(y)+d—ag. Nierownosé ta zachowuje sie w pewnym otoczeniu
OV N E(ag). Wybierajac mniejsze otoczenie (relatywnie zwarte w poprzednim) z Lematu
Hartogsa dostaniemy

u; < tu(y) +d—ag, Vj> ji.

Na pozostalej czesci AV ta sama nieréwnos¢ zachodzi o ile j; bedzie wystarczajaco duze.
Dowdd tego fakty jest prostszy, gdyz v — u, mozna tam oszacowac przez d — ag. Wynika
stad iz W (7, ¢) jest relatywnie zwarty w V.

Z lewej nieréwnosci definiujacej ¢t dostajemy (¢ — 1)u.(zo) < ao, czyli

tu,(zo) < u(zg) —d— a1+ ap < u;j(zg) —d— a1+ ag
dla pewnej statej a; > 0. Wynika stad niepusto$é¢ zbiorow W (7, ¢), ¢ € (0,a4). O

Stosujac Lemat 2.3.1 z [K2] (pomimo iz V' nie musi by¢ obszarem euklidesowym, jednak
powtarzajac rozumowanie z [K2] mozna sie przekonaé, ze w tej sytuacji lemat pozostaje
prawdziwy) dostaniemy oszacowanie na cap(W (j, a1), V') z dotu przez niezalezng dodatnia
stata. Z drugiej strony W (j,a1) C {u+ (d — ap + a1) < u;} co prowadzi do sprzecznosci
z twierdzeniem, ze malejaca zbieznos¢ pocigga za soba zbiezno$é¢ wzgledem pojemnosci.
Dowodzi to iz d = 0, wiec ¢ jest ciagta.

Uwaga 3.2.10. Rozumowanie to nie przechodzi w przypadku odwzorowania (globalnie)
biwymiernego. W tej sytuacji trzeba dodatkowo cos zatozyc¢ by dostac¢ plurisubharmon-
icznosé "po przeniesieniu na Y 7. Wystarczy zaloZyé, Ze (wszystkie) wickna w przeci-
wobrazie sq spojne. Wtedy funkcja musi byé stata na kazdym nietrywialnym wtoknie co
pozwala jg przeniesé. Okazuje sie, zZe zalozZenie to czesto jest spetnione w konkretnych
geometrycznych zastosowaniach.
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3.2.3. Rownanie w klasach Cegrella - istnienie. Wyniki o istnieniu rozwigzan w klasach
Cegrella dla problemu Dirichleta zostaly uzyskane przez Guedja i Zeriahiego w pracy
[GZ2]. Dowdd ich wzoruje sie na argumencie Cegrella z przypadku ptaskiego z prac
[Ce2], [Ce3]. Twierdzenie Guedja i Zeriahiego mowi:

Twierdzenie 3.2.11. Niech p bedzie miarg probabilistyczng zerujgeq sie na zbiorach
pluripolarnych. Istnieje wtedy ¢ € £(X,w) taka, Ze

(W + dd¢)" = p.

Ponizej naszkicujemy gltéwne punkty dowodu tego waznego twierdzenia (szczegdtowy
dowdd mozna znalezé w pracy [GZ2]).

Dowdd podzielimy na dwie czedci.

W pierwszej pokazemy iz miara probabilistyczna p posiada potencjal w klasie (X, w)
jezeli E1(X,w) C L'(p) (prawdziwa jest tez implikacja odwrotna). Aby to uzyskaé
aproksymujemy miare p (w stabej topologii) specjalnym ciagiem gtadkich $cisle dodat-
nich miar p;. W pracy [GZ2] zostalo to zrobione za pomoca lokalnych splotéw p z
gltadkim jadrem oraz dodaniem matej wielokrotnosci formy objetosci by zapewnié¢ sobie
Scistg dodatniosé. Dla kazdej miary p; znajdujemy (dzigki twierdzeniu Calabiego-Yau)
gladki potencjal ¢; znormalizowany za pomocag np. supx¢; = —1. Wybierajac podciag,
jezeli to konieczne, mozemy znalezé ¢ € PSH(X,w), tak, ze ¢; — ¢ w L'(w") oraz

supx ¢ = —1. Dzieki zalozeniu o catkowalnogci dostaniemy ¢ € £1(X,w).
Najtrudniejszym elementem dowodu jest wykazanie, ze
(39) iy [ 16, = oldi; = 0.
b's

By to udowodnié¢ autorzy w [GZ2] bardzo istotnie korzystaja ze szczegdlnego wyboru ciagu
aproksymujacego. Powyzszy fakt wyglada bardzo podobnie do zatozenia w kryterium
Hiepa na zbiezno$¢ wzgledem pojemnosci w przypadku ograniczonym (Twierdzenie 3.1.5).
Okazuje sig, ze w istocie (3.9) wystarczy by wykazaé iz

Wy = Wy
co konczy nasz szkic dowodu pierwszej czesci.

Drugim elementem bedzie rozwigzanie problemu Dirichleta dla dowolnej miary proba-
bilistycznej znikajacej na zbiorach pluripolarnych. Dla takiej miary u, stosujac argument
podobny do twierdzenia Cegrella o dekompozycji (patrz Lemat 4.5 w [GZ2]) znajdziemy
u € PSH(X,w)NL®(X,w) oraz funkcje f >0, f € L'(wn), takie, ze pu = fw?. Zdefini-
ujmy ciag miar p; = c;min(f,j)wi (¢; > 1 jest stala normalizacyjna, tak aby u; byta
miara probabilistyczna). Jest to oczywiscie ciag aproksymujacy p. Odonotujmy, ze bez
straty ogolnosci mozna zatozy¢ iz ¢; < 2, gdyz nieréwnosc ta musi zachodzi¢ dla duzych j.
Z pierwszej czesci dowodu wynika istnienie potencjatow ¢; € £ (X, w), supx; = —1 dla
kazdej z miar u; (jak tatwo wykazaé¢ nie tylko £'(X,w), lecz cala klasa PSH(X,w) zaw-
iera sie w L'(u;)). Znéw wybierajac podciag, znajdziemy ¢ € PSH(X,w), supxy) = —1,
takie, ze lim; .o 1¥; = ¥. W rzeczywisto$ci mozna "wycisnac¢” troche wiecej informacji o
¥ (patrz dow6éd Twierdzenia 4.6 w [GZ2]) co, jak sie okazuje, wystarczy by pokazaé iz
Y € E(X,w) oraz wy, = fuwy = p.

3.2.4. Rownanie w klasach Cegrella - jedyno$é. Poniewaz dodajac stata do funkcji nie
zmieniamy jej miary Monge’a-Ampere’a, problem klasyfikacji wszystkich rozwigzan row-
nania
(W dd°u)" = dpu,
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zazwyczaj jest stawiany wraz z dodatkowym (liniowym) warunkiem normalizacyjnym
typu supxu = 0 lub [ yuw™ = 0. Jednakze wtedy, przeciwnie niz w analogicznym
zagadnieniu w przypadku " ptaskim”, problem okazuje si¢ by¢ wysoce nietrywialny.
Zanim zaczniemy rozwazania, przedstawmy przyktad ktéry wskazuje, ze jedynosci
(znormalizowanych) rozwiazan nie mozna sie spodziewaé bez dodatkowych zatozen:

Przyktad 3.2.12 ([BI5]). Niech X = P",w = wpg bedzie formg Fubiniego-Studiego.
Niech

21]* + |22 + - - - + [2]? 2
5= log(Y AL ¥ ol N a— ),
Vizol + [z + - 4 [zl VI ET R PR £
(z = [z0, 21, + , 2n) S@ tu wspdlrzednymi jednorodnymi na P").
Wtedy funkcja ¢ — 1) nie jest stala, obie funkcje majg biequn logarytmiczny w punkcie
c=1[1:0,---,:0], jednak mozna pokazaé, Ze

(W dd®¢)" = (w+ dd° )" = b,
gdzie d. jest deltq Diraca w punkcie c.

Ponizej przedstawiamy historie wynikéw dotyczacych tego zagadnienia:

Pierwszym wynikiem jest Twierdzenie E. Calabiego ([Ca]). Autor udowodnil, ze jezeli
¢,v sa gladkie oraz wy, wy sa kdhlerowskie (tzn. $cisle dodatnie) to jedynosé (czyli
¢ — 1) = const) zachodzi. Z punktu widzenia geometrii powyzsze zalozenia sa naturalne i
dowdd jest w rzeczywistosci dos¢ tatwy. Jednak gtadkosé i Scista dodatniosé sa kluczowe
w metodzie Calabiego, a wigc dowdd nie przenosi sie na przypadki ogdlniejsze.

Nastepnym krokiem byt wynik Bedforda i Taylora [BT5] ktérzy udowodnili jedynosé
dla ograniczonych ¢, 1), o ile rozwazang rozmaitoscig jest P". Ich gltéwnym pomystem
bylo oszacowanie L?-normy gradientu réznicy ¢ i v». Gdy gradient ten jest zerem w L?
roznica musi by¢ funkcja stata.

Korzystajac z innych metod Kotodziej [K3] pokazal jedynos$¢ dla ograniczonych funkcji
na dowolnej zwartej rozmaitosci kiahlerowskiej modulo pewne stabe zatozenia o mierze p.

Przypadek ”ograniczony” zostal ostatecznie rozwiazany przez Blockiego w pracy [Bl5].
Jego dowdd ma pewne cechy wspoélne z metoda z pracy [BT5], lecz jest krotszy i prostszy.
Dodatkowo dowdd Blockiego daje nam pewne wyniki dotyczace stabilnosci rozwigzan.

W przypadku klas Cegrella Guedj i Zeriahi w [GZ2] zaobserwowali, ze pomyst Block-
iego (z odpowiednimi modyfikacjami), mozna wykorzysta¢ do udowodnienia jedynosci
w EY(X,w). Niedawno Demailly oraz Pali w pracy [DP] pokazali jedyno$¢ w tej samej
klasie przy zaltozeniu, ze w jest duzg forma. Najbardziej ogbélny wynik dotychczas zostat
uzyskany przez Blockiego w [B16], gdzie pokazana jest jedynosé w klasie £ =gt (X,w), n=
dimX.

Sytuacja dla klas Cegrella w przypadku "ptaskim” zostata wyjasniona przez samego
Cegrella, ktory pokazatl w pracy [Ce3|, ze jedynos$¢ zachodzi o ile miara u zeruje sie na
zbiorach pluripolarnych. Dowdd jednak wykorzystywatl w kluczowych momentach idee
ktore nie da sie przenies¢ na przypadek kahlerowski. Mimo to jest rzecza naturalng
spodziewaé sie jedynosci wlasnie w klasie £(X,w) (zauwazmy, ze w kontrprzyktadzie
powyzej obie funkcje sa spoza E(X,w)).

Ponizej pokazemy dowdd jedynosci w £(X, w) z pracy [Di3]. Dowdd opiera sie na innych
pomystach niz wykorzystywane w pracach cytowanych, gdyz funkcje z £(X, w) nie musza
mie¢ skoniczonej L2-normy gradientu, a wiec metody z [BI5] i [GZ2] nie da si¢ wykorzystaé
(odnotujmy jednak, ze w pracy [Bl6] pokazano pewne sposoby jak problem rozbieznosci L?
normy pominac). Zamiast tego wykorzystamy narzedzia, ktére dotychczas rozwinelismy
w tej pracy.
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Twierdzenie 3.2.13. Niech ¢, ¢ € E(X,w), bedq takie, ze wj = wy. Wtedy ¢ — ) jest
statq.

Dowdd. Przypusémy niewprost, ze ¢ — 1 # const.
Na poczatek rozwazmy zbiory poziomicowe

Ay={¢o—yv=t}, teRU{+o0}U{—-0}.

Sa to zbiory borelowskie ktore sa domkniete w topologii pluri-cienkiej (lecz niekoniecznie
w topologii standardowej). Gléwna trudnoscia w dowodzie bedzie pokazanie, ze miara
p = wy = wy jest skupiona na dokladnie jednym zbiorze A;.

Aby to osiggnaé, odnotujmy na poczatku, ze co najwyzej przeliczalnie wiele zbioréw
sposrod A; moze mieé¢ niezerows miare p, oraz oba zbiory A, i A_o sa miary p zero
(pierwszy wniosek wynika z podstawowych wtasnosci miar, a drugi wynika z faktu, ze
A, oraz A_., sa pluripolarne). Jezeli zbiér borelowski A ma niezerowa miare pu, to
méwimy ze p skupia mase na A.

Udowodnimy, ze cata masa p skupiona jest na jednym zbiorze sposréd A,. Zatdézmy
niewprost, ze tak nie jest. Wtedy znajdziemy t, € R oraz stata 1/2 < ¢ < 1, takie, ze:

) fgm(ﬂLZZO,
dp < g,
dp < q.

2) f{ ¢<tp+to }

) f{ ¢>1p+to }
Wynika to z nastepujacego rozumowania. Istnieje t; € R, takie, ze

O</ du < 1,
{o<yp+t1}

(w przeciwnym przypadku cala miara bytaby skupiona na jednym zbiorze A;). Gdyby
fAtl dp = 0, mozna wybraé ty :=t,, ¢ = max{f{¢<¢+tl}dp, 1 _f{¢<¢+t1}d:“} +e, gdzie
e > 0 jest tak mate aby zachodzito ¢ < 1. Jezeli na A;, jest skupiona pewna masa, to dla
prawie kazdego t < t; A; jest juz bez masy i ze zbieznosci monotonicznej mozna wybraé
to < t; wystarczajaco blisko t; tak, by A;, bylto juz bez masy oraz 0 < f{ s<pity }du < 1.
Wybierzmy tg := to, ¢ jak powyzej i znowu dostaniemy zadane wtasnodci.

Dodanie statej do ¢ lub 1 nie zmienia nic w rozumowaniu wiec bez straty ogélnosci
zaktadamy, ze ty = 0.

Zdefiniujmy nowa miare

cpt, na{¢ >},

gdzie ¢ jest nieujemna stala, taka, ze i jest miara probabilistyczna (takie ¢ mozna wybraé,
gdyz zgodnie z zatozeniem, miara p nie zeruje sie na zbiorze { ¢ > ¢ }).

Oczywiscie i takze zeruje sie na zbiorach pluripolarnych (i jest miara borelowska, gdyz
zbiér { ¢ > 1} jest borelowski). Stosujac twierdzenie Guedja i Zeriahiego o istnieniu
rozwigzan mozna znalezé funkcje p € £(X,w) bedaca rozwiazaniem nastepujacego row-
nania Monge’a-Ampere’a:

. {<1/q>u, na{o<v}

w, = [, p € E(X,w), supxp=0.
Zaznaczmy wyraznie, ze na tym etapie nie wiemy czy p jest jednoznacznie okreslona:
wybieramy wiec jedng sposrod mozliwych funkcji.
Zauwazmy, ze dla dowolnego t € (0, 1) zachodzi inkluzja zbiorow

U = {(1—t)gb<(1—4§)¢+tp}c{¢<w}.



Wynika stad, ze na zbiorze U; zachodzi nieréwnos¢
we" T AWy, = (L= Dp + i Aw, > [1+1((1/g)V" = 1) wy,

(korzystamy tu z Twierdzenia 3.1.8 i Wniosku 3.1.9).
7 zasady poréwnawczej wynika, ze

L+ t((1/q)" — / Wl < / W AWy <
U, Uy

S/ Wi Awa—pe = (1 —t)/ wg +t/ w
Ut Ut Ut

Dostajemy stad nastepujaca nierownosc:

(3.10) (l/q)l/”/ wg S/ wit Aw.
Ui Ut

Zauwazmy, ze zamieniajac w powyzszym rozumowaniu prad w;}'l przez prad w{Z‘I dosta-
niemy nieréwnosé

(311) W [ < [

(znowu korzystamy tu z Wniosku 3.1.9). Niech teraz t \, 0. Zbiory Ut tworza ciag
rosnacy, oraz Uy /" { ¢ <1} \{p= —o0}. Poniewaz obie miary w} i wj ™ Aw zeruja sie
na zbiorach pluripolarnych, dostaniemy nieréwnosé

(3.12) (1/qﬁﬂi/“ wg;gt/’ wi! Aw.
{o<v} {<v}

Oczywiscie rozumowanie mozna powtoérzy¢ na zbiorze { ¢ > 1 }. Mianowicie konstru-
ujemy nowa miare tak samo jak miare i, lecz za pomoca zbioru {¢ > v }. Ustalajac
wg‘J (lub wg‘l) i powtarzajac powyzsze rozumowanie dostajemy

(3.13) (l/q)l/”/ wg S/ wi' Aw.
{¢>v} {¢>¢}

Dodajac stronami te nieréwnosci i korzystajac z zatozenia, ze p nie skupia masy na Ay
dostajemy

(1) = (1/g)"" /{ O /{ wp <

g/ waw+/ wy ! Aw < 1,
{¢>vy} {o<v}
czyli sprzecznosé.

Mozemy wiec zalozy¢, ze cata masa miary p jest skupiona na zbiorze { ¢ = } # X.
Nastepnie udowodnimy indukcyjnie, ze to samo (czyli cala masa jest skupiona na Ay)
zachodzi dla wszystkich miar

wg/\w;}’,/\w”’k’s, k, s€{0,---,n—1}, 0<k+s<n.

Przypadek k + s = n wynika z tego co pokazaliSmy dotychczas i Wniosku 3.1.9.
Przypusémy, ze teza zachodzi dla wszystkich k oraz s, takich ze k+ s = r+ 1. Ponizej

pokazemy, ze teza jest prawdziwa we wszystkich przypadkach dla ktorych k& + s = 7.
Niech ¢; := max { ¢, —j }. Ustalmy t € (0,1). Rozwazmy zbiory

%w={¢+@UWr+%ﬂﬂ<w}C{¢<¢}



7 zasady porownawczej wynika, ze

J

Korzystajac z zalozenia indukcyjnego (oraz inkluzji zbioréw) wnioskujemy, ze pierwsze
wyrazy po obu stronach zeruja si¢ i dostajemy nieréwnosé

Zauwazmy, ze zbiory V; ; tworzg cigg malejacy ze wzgledu na j. Przy j — oo dostajemy
(korzystajac ze znikania miar na zbiorach pluripolarnych)

/ W Awy® Aw™™" < / weFt AWyt AWM =0,
{o+(3/2)t<y} {o+(3/2)t<y}

gdzie ostatnia rownos¢ znowu wynika z zatozenia indukcyjnego. Na koniec gdy t ~\, 0
otrzymujemy

Wi Nwy® Nwy +(t/5)w) A" 71 < / Wek A wy® Nwg +(t/5)wg,) Aw™ L,

g Vi,

w¢k ANwy® ANw"™" < / w¢k Awy® A We; N WL
Vi,

/ w¢k Awy® Aw"™" < / wd,k“ Awy® A wrrl =0,
{o<y} {o<p}
Zamieniajac rolami ¢ i oraz { ¢ < ¢ }i{¢ > ¢ } dostaniemy, ze miary wg® Awy® Aw™™"
maja zerowa mase na zbiorze { ¢ # ¢ }, co byto do udowodnienia.
W szczegdlnosei, dla k = s = 0 dostajemy

/ Wt =0.
{o#¢}

Jednak { ¢ # 1 } jest zbiorem otwartym w topologii pluri-cienkiej, a w™ jest miara réwno-
ciagla z miara Lebesgue’a. Tak wiec (niepusty) zbiér otwarty w topologii pluri-cienkiej
posiadatby zerowa miare Lebesgue’a, co przeczy Twierdzeniu 2.1.23 (oczywiscie Twierdze-
nie to ma charakter lokalny, wiec przenosi sie na przypadek rozmaitosci). Sprzcznosé ta

pokazuje, ze nasze poczatkowe zatozenie ¢ — 1 # const jest nieprawdziwe.
O

3.2.5. Stabilnosé rownania. W teorii rownan rézniczkowych analiza stabilnosci to badanie
jak zmienia sie rozwiazanie danego rownania przy matej perturbacji danych (np. warunkéw
poczatkowych lub wspoétezynnikéw). Zazwyczaj jest to wazny krok przy badaniu regu-
larno$ci rozwigzan.

Podstawowa obserwacja jest, ze stabilnodci (nawet nie podajac jej formalnej definicji)
nie mozna sie spodziewa¢ w sytuacji gdy brak jednoznacznosci rozwigzan, gdyz dwa
rozne rozwigzania przy tych samych danych poczatkowych powoduja, ze w tej sytuacji
nie da sie kontrolowa¢ odchylenia rozwigzania sperturbowanego problemu od rozwigzania
"poczatkowego” za pomoca oszacowania na odchylenie parametrow.

Zaznaczmy przy tym, ze nieformalna reguta w teorii rownan czastkowych gtosi, ze teoria
regularnodci jest znacznie trudniejsza w przypadku braku jedynosci. Jednak w przypadku
rownania Monge’a-Ampere’a na zwartej rozmaitosci kiahlerowskiej wykazaliémy jedynosé
dla bardzo ogdlnej klasy rozwigzan. Tak wiec sensowne jest pytanie o (odpowiednio
rozumiana) stabilnosé.

Ponizej oméwimy trzy rozne wyniki dotyczace stabilnosci. Pierwsze twierdzenie pocho-
dzi od Btlockiego, drugie zostato udowodnione przez Eyssidieux, Guedja i Zeriahiego, a
trzecie przez Kotodzieja. Odnotujmy, ze jako pierwszy zostat wykazany wynik Kotodzieja.
Omoéwimy go jednak jako ostatni, gdyz dalsza czes¢é rozdzialu bedzie poswigcona opty-
malizacji tego twierdzenia.
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Twierdzenie 3.2.14 ([Bl5]). Niech u, v € PSH(X,w)NL®(X) bedg rozwigzaniami
rownan,

(W4 dd°u)" = fw", (w4 dd°v)" = gw",
gdzie [ i g sq nieujemnymi funkcjami ktorych catka po catej rozmaitosci wynosi 1. Za-
tozmy, zZe rozwigzania sq znormalizowane tak aby

/uw”:/ v
b's X

Wtedy istnieje stata C zalezna od X, supxu, supxv, taka, Ze
lu =]l 2, < CIIS = gllus,

n—1

(normy sq brane ze wzgledu na miare w™ ).

Twierdzenie to pokazuje, ze "malta” zmiana funkcji f (w sensie L) powoduje niewielka
. . , . . 2n_
zmiane rozwigzan mierzona w normie L»-T.

Twierdzenie 3.2.15 ([EGZ|). Niech u, v € PSH(X,w) rozwigzujg réwnania
(w+ dd® ¢)" = fur, (w + dd )" = g,

gdzie f i g sq niewjemnymi funkcjami spelniajgcymi warunek [, fu" = [, gw" = 1,
oraz dodatkowo zakladamy, Ze f, g € LP(w™), p > 1. Wtedy istnieje stala C zaleina od
X, pos, & ||fllees gl taka, Ze

nataTe D
o = ¥[los < Cllo = ¥[|150n5, Vs >0, €>0, (q:= pTl)-
Zauwazmy, ze w tym twierdzeniu zalozenia sa mocniejsze (miary Monge’a-Ampere’a sa
w LP), lecz daje nam ono znacznie wiecej informacji: tym razem rozwiazania sa jednos-
tajnie blisko siebie. Odnotujmy, ze w pracy [EGZ| byt wykazany tylko przypadek s = 2,
jednak przypadek ogdlny mozna udowodnié¢ analogicznymi metodami.

Twierdzenie 3.2.16 ([K3|). Przy zalozeniach jak w poprzednim twierdzeniu istnieje
stala ¢ = e(X, p, &, ||fllp llgll), taka, 7e

}
16 = Ylloo < c|[f —gll7™,
przy zaloZeniu, Ze u i v sq¢ znormalizowane tak, aby zachodzila réwno$é sup (¢ — ) =

supy (¢ — ¢@).

Przypominamy, ze z zalozZenia f, g € LP, p > 1 wynika ograniczonos¢ u oraz v.

Pomimo nieco dziwnej normalizacji wynik ten jest bardzo wazny, gdyz dostajemy kon-
trole za pomocg miar Monge’a-Ampere’a funkcji u oraz v, co w konkretnych sytuacjach
czesto jest jedyna informacjag o funkcjach jaka posiadamy.

Ponizej podajemy dowdd tego wyniku, opierajac sie na pracy [K3|. Przypomnijmy
na poczatku, ze z L* oszacowania Kolodzieja wiemy iz istnieje stata c¢(X, B) zalezna
jedynie od X i od oszacowania na norme ||f||, < B, taka, ze supx¢ — infy ¢ < ¢(X, B).
Stabilnos¢ jest natychmiastowa konsekwencja nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 3.2.17. Niech ¢, b, f, g bedg jok wyzej. Ustalmy A > 0, takie, Ze
1fll < A, |lglly < A. Niech a = (X, 3A), a funkcje @ : Rsg — R ik : Rog — R bedg
dodatnimi funkcjami z Lematu 3.2.3. Zdefiniujmy ~(t) = Dr=1(t) (D to pewna nieujemna

ENT
stala - zdefiniugmy jq, zgodnie z [K3|, jako (%)”@Tl choé odnotujmy wyraznie iz jej
doktadna wartosé stuzy tylko jako warunek normalizacyjny). Funkcja k=1(t) to funkcja

odwrotna do funkcji k.
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Jezeli || f — gllor < v(H)t"3 to
16 — Y|~ < Ct
dla t < tg, gdzie tog > 0 zalezy od v, a C zalezy od LP-norm f oraz g.

Rzeczywiscie zalozmy, ze twierdzenie to zachodzi. Ustalmy e > 0. Wybierzmy Q(t) =

cmt™ dla m = ”?2 Wtedy (#)t"T3 = ™3¢ jest funkcja rosnaca na [0,ty). Jezeli istnieje
1

t1 € [0,20), takie, ze ||f —gl[1 = y(t)#1 ™ to [|6 — ¥ [l < Crty < Cof|f —g[77F. Gdyby

za$ takie ¢, nie istniato (czyli ||f — g||1 > y(to)tg ™) to [|¢ — ¥||ee < 2a(%)ﬁ <
0

1
c(a,€)||f —g||7™. Laczac oba przypadki dostajmy teze ze stala ¢ = max { Ca, c(a,¢€) }.

Ponizej przedstawiamy dowod Twierdzenia 3.2.17.

Bez straty ogoélnosci zatézmy, ze f{w<¢>}(f + g)w" < 1, (gdyby tak nie bylo to mozna
zamieni¢ rolami ¢ i ¢).

Dodajac taka sama stala do ¢ i ¢, (co nie zmienia parametréw w rozumowaniu),
zaktadamy dodatkowo, ze 0 < ¢ < a.

Skoro lim,_,v(t) = 0, z definicji oraz wlasnosci funkcji x, mozemy ustali¢ 0 < ¢y < 1
wystarczajaco male, tak aby v(to)te" ™ < 3, (bedzie to zachodzi¢ réwniez dla 0 < t < to,
gdyz ~ jest funkcja rosnaca).

Ustalmy takie ¢ i zdefiniujmy zbiér Ey = {¢ < ¢ — kat}.

Oczywiscie zachodzg nieréwno$ci

/Eogwnz%/EO((f%-g)Jr(g—f))w"g%(1+%):§.

Skonstruujmy funkcje g; réwna 339 na zbiorze Fj i r6wng pewnej nieujemnej statej na
dopetieniu tego zbioru. Z powyzszej nieréwnosci wynika, ze ta stalg mozna tak dobrac
aby g1 miata catke rowna 1 oraz LP-norme ograniczong poprzez %.

Mozna wiec znalezé ciagle rozwiazanie p € PSH,(X) problemu

n n
w,"=gw", maxrxp =70,

gdzie [|plloo < a, gdyz [|g1]], < SA.
Zaobserwujmy, ze —2at < —t¢p + tp < 0, skad dostajemy ciagg inkluzji

EyCE:={y<(1—-t)p+tp} C Ej.
Niech G bedzie zbiorem {f < (1 —t*)g}. Wtedy na zbiorze Ey \ G, mamy nier6wnosé

-1 n n 3.1 n n
(1 =1 7wy)" > o™, ((5)77wp)" = g
Z nier6wno$ci mieszanych miar Monge’a-Ampere’a (wystarczy tu wersja pochodzaca z
[K3]) wynika, ze na Ey \ G,

3. n-
(37 (=) hwgf A" > g

Niech ¢ = (%)% > 1. Powyzsza nier6wnos$¢ mozna zapisaé jako:
wé‘j Aw," > g1~ t2)%gw”.
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Wynika stad, ze

Wip+(1—t)¢ ((1 - t) 1 B t + qt)ngwn
> (1= )(1 = %) + gt)"gu"
(3.14) > (1+t(q—1 ) — t*) gw”
> (1 + Q(q - 1))gwn~

Z definicji zbioru G i zalozen dostajemy oszacowanie
e [ g < [ (g-pun <o
a a
skad po przegrupowaniu dostajemy:

(3.15) /Ggw” < ()t

Wynika stad nieréwnosé:

t
(1+ §(q - 1)) / gw" < / Wip+(1-t)p
E\G E
(3.16) S/wwn
E

S/ g™ + ()
E\G

(korzystalidémy tu z zasady poréwnawczej w drugiej nier6wnosci). Otrzymujemy wiec

qg—1
2 Jee
Majac inkluzje Fy C E dostajemy stad

Lo e < T - [am <2 [ <ot
Es Es G E\G

co pociaga za sobg nierownosé

2 3
gu" < (t+ ——)y()t" < —— ()"
o < e < S

gw™ < ()",

dla matych ¢.
7 drugiej strony z Twierdzenia 3.1.6 wiemy, ze:

a+1,, n
CapulE) < (0 [ g

Laczac powyzsze nieréwnosci dostajemy

a+1 3
Cap,(Ey) < (

—(t
5 )" = (@)
Wynika stad, ze gdyby zbior E' := {¢ < ¢ — (4a + 2)t} byl niepusty, otrzymaliby$my:
a+1 3
—(T t
V') =
sprzeczno$é dla t > 0. Mamy wiec ¥ > ¢ — (4da + 2)t co wykazuje prawdziwosé dowodzo-
nego faktu.

2t < k(Cap,(FEy)) < &((
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Stabilnos¢ rozwiazan mozna wykorzystaé¢ przy badaniu regularnoéci rozwigzan, istotne
jest wiec otrzymac¢ dokiadne oszacowania. W szczegdlnos$ci wazne jest wiedzieé, czy
wyktadniki w powyzszych twierdzeniach sg optymalne. Przyktad 3.2.19 ponizej wskazuje,
ze wyktadnik w twierdzeniu Eyssidieux, Guedja and Zeriahiego jest rzeczywiscie opty-
malny w pewnych przypadkach. Jednak wyktadnik w twierdzeniu Kotodzieja mozna
poprawi¢ na (optymalny) n+r€ Dowdd tego wyniku, wziety z pracy [DZ] przedstawimy
ponizej.

Dowaéd. Zanim przejdziemy do wtasciwej analizy problemu przedstawiamy matg poprawke
wyktadnika z twierdzenia Kolodzieja ktorg otrzymujemy prawie ”za darmo”:

Zauwazmy mianowicie, ze w definicji zbioru G = {f < (1 — ¢?)g} mozna zamieni¢ ¢
na % (b to odpowiednio duza stala niezalezna od parametréw w rozumowaniu), i pow-
tarzajac rozumowanie (w przedostatnim kroku bierzemy zamiast zbioru E4 zbior Es, ¢ dla
odpowiednio duzego s zaleznego tylko od b, tak aby korzystajac z Propozycji 3.1.7 " zabi¢”
wspotezynnik przed (¢)t") dostaniemy, ze z || f — g||1 < v(¢)t""? wynika ||¢ — || < Ct.
Otrzymujemy wigc stabilnos¢ z wyktadnikiem —5-—.

Lepsze oszacowania sa juz nietrywialne, dlatego tez najpierw naszkicujemy strategie
dowodu a potem przedstawimy szczegdly techniczne.

Aby poprawi¢ wynik, bedziemy powtarza¢ oryginalne rozumowanie starajac sie
wprowadza¢ modyfikacje w punktach gdzie nastepuje strata wyktadnika. Tak wiec be-
dziemy iterowac rozumowanie, definiujac przy kazdym kroku nowsg funkcje p i korzystajac
z poprzedniego kroku bedziemy szacowaé ||p — ¥||, co z kolei bedziemy wykorzystywaé
do dobrania nowego zbioru E w coraz to ”lepszy” sposéb. Po kazdym kroku wyktadnik
sie poprawi, a wszystkie wazne parametry dalej pozostana pod kontrola. W granicy (gdy
liczba krokéw iteracyjnych zmierza do nieskonczonosci) otrzymamy optymalny wyktad-

nik.

Pierwszym krokiem iteracji jest oryginalny dow6d Kotodzieja (z poprawka dajaca
wyktadnik ﬁ), co czesto bedziemy oznaczaé jako Krok 1.

Procedura iteracji z Kroku k& do Kroku k + 1 wyglada nastepujaco:
Chcemy pokazaé, ze z oszacowania ||f — g|[1 < v(#)t% (czyli w Kroku pierwszym mamy
tu 41 = n + 2) wynika f{ ermat@}(cu + dd° )™ < cy(t)t" dla pewnych statych m oraz ¢
(aby wprowadzi¢ rozréznienie stalych w tym dowodzie ¢; beda oznaczaé (rézne) state
zalezne tylko od parametréw z rozumowania). DostalibySmy stad tak jak poprzed-
nio (tym razem zamiast z Twierdzenia 3.1.6 skorzystamy z Propozycji 3.1.7), ze zbiér
{4+ (m+n)at + 2t < ¢} jest pusty dla odpowiednio dobranego n = n(c). Wynika stad
stabilno$¢ z wyktadnikiem ﬁ Staramy si¢ wiec znalez¢ minimalne 3 dla ktorego imp-
likacja ta zachodzi jednoczes$nie kontrolujac ¢ i zwigkszajac w razie potrzeby (w sposéb
kontrolowany) stata m.

Przypusémy wigc, ze wykonaliémy Krok £ i zat6zmy nieréwnosé

1
I1f = glli < (@), t < N

Brt1
Jezeli | :=t % | Byy1 < [ (wynika stad, ze [ > t), dostajemy ||f — g||1 < y(1)IP*, a wiec
z Kroku k wiemy, ze

(3.17) / g™ < coy(DI",

m
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gdzie, jak w Kroku 1, E,, := {¢ < ¢ — mat}, a m = m(k) jest stala pod kontrola, (jej
istnienie gwarantuje nam Krok k). Wynika stad nier6wnosé

nBrt1
(3.18) / gw" <t B, t <t

(korzystamy tu z faktu, ze y(t) jest ograniczona i maleje do 0, gdy ¢ \, 0).
Ustalmy mata dodatnig liczbe 0, ktora dobierzemy poznie;j.
Rozwazmy nowg funkcje

(o) = {0 F)E), 2 € En
029(2)7 EAS X\Emu

gdzie 0 < ¢ < 1 jest dobrana tak, aby fX giw™ = 1. (Stata % przed t% jest tu wprowad-
zona by zagwarantowaé, ze catka po F,, jest mniejsza od 1. Zauwazmy, ze pomimo
faktu, ze interesuja nas wylgcznie male wartosci ¢, gdy 5 jest takze mate wyrazenia
t% nie mozna oszacowaé przez stala mniejsza niz 1). Tak jak w Kroku 1 znajdujemy
rozwigzanie p (zalezne od k) réwnania (w,)” = g1w", mazxxp = 0. Znowu p > —a (gdyz
L? norma miary wy jest ograniczona przez %A niezaleznie od k) i po renormalizacji p,
poprzez dodanie odpowiedniej statej, uzyskamy mazx x (¢ — p) = maxx(p — 1) (mozna to
zrobi¢ w sposob kontrolowany).
Z Kroku k dostajemy dla ustalonego matego e (niezaleznego od k)

_1 _1
1o = ¥llo < csllg = all7* = 03(/ |9 — g1]w” +/ |9 — g1]w") P
m X\Em

0% 1

< 03(—/ gw" + (1 — 02)/ gw') Prte
2 JEg., X\En,
t5k t5k 1
= 03(—/ guw" + / guw" — / gw" + (14 —)/ guw™))Brte
2 JE, X\Enm X 2" Jg,

nBry1
S+ /’ij

1 Rt By
= C3(t6k/ gw™)Pete <yt Pite

Jezeli 0y jest wystraczajaco male ostatni wyktadnik jest mniejszy niz 1, o ile Sy > n

nB
S+ ;k“

Br+e

(gdyby [k byto mniejsze niz n dowod bylby zakonczony). Zdefiniujmy oy :=1—
Z oszacowan powyzej mamy dla s = 2% +m

(3.19) By = {d+sat <o} ={(1— %t“k)(w +sat) < (1— %t“k)qb}
c{yY<(1- %to"“)gb + %ta’“p + %c@ — sat(1 — %ta’“) }=F
c{y<(1- %to"“)qﬁ + %t“kw + ¢yt — sat(l — %ta’“)}

_ _ G«
={¢+(s i %tak))at <¢}C En

Stata %, tak jak poprzednio, zostata wprowadzona aby mozna byto oszacowaé¢ wyrazenie
1 - %to"f z dohu - inaczej wyrazenie 1 — t*, dla matych ¢ oraz «a; moze a priori by¢
dowolnie bliskie 0). Nowym my; bedzie wlasnie stata s. Odnotujmy, ze znéw jest ona

pod kontrola.
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Zdefiniujmy "nowy” zbiér
$Ok +361

G=Gk)={f<(1-—=)9}
8n2 =
Dalej dla uproszczenia zapisu potézmy j := ——r.

8n2 n

Z faktu, ze h(t) = (1 + t%’“)% — 1 — 2jt?%* jest funkcja rosnaca w [0,1] i h(0) = 0,

wnioskujemy jak w Kroku 1, ze na zbiorze E,, \ G mamy oszacowanie
ok 11

1 o 1 = T 4ap\n,, N
(3.20) (w%takar(l—%t%)qs)n > ((1— 5#%)(1 — jreEtSym (1 4 7)n§t )P g >

1 1 1
> (1= G ) (1= Jt™50) o (L4 25820%) %) g > (14 S jto 2 g,

powyzszych rachunkach oszacowalismy wyraz —37t“*7 =% z dotu przez — 5t =%).
W yzszych rachunkach lismy wy Ljtert3% 7 dot Ljtont2
Tak jak w Kroku 1 na zbiorze G dostajemy

(3.21) g [ gon < [ (g = <2,
G G
Korzystajac z (3.20), oraz z inkluzji £ C FE,, otrzymamy
1 xe’ n n
(3.22) (1+§Jt H%k)/E\GQW < /E<W(1§tak)¢+§t%p> -

Z pomoca zasady poréwnawczej oraz (3.21) na zbiorze E szacujemy dalej

/(W(létak)¢>+§takp)n S/gw” S/ g + ey ()t T,
E E E\G

Na konicu otrzymamy wiec

E\G E\G

/ gwn S C?’Y(t)tﬂk+1_2ak_56k

s

oraz

Jezeli Bg11—2a —5dx = n, to rozumujac analogicznie jak w Kroku 1 otrzymamy max (¢ —

) = max(¢ — @) < ((s + §')a + 2)t, gdzie s = §'(c7) jest wystarczajaco duza stala

pod kontrola, taka aby za pomoca Propozycji 3.1.7 "zabi¢” wspolezynnik przed ~(t)t".
1

Dostajemy wiec w analogiczny sposéb oszacowanie ||¢p—1)||o < C(e)]|f—g|\fk“+€, Ve > 0.
Zauwazmy, ze 1é6wWnos¢ fri1 — 2ay — 50 = n sprowadza sie do rekurencji

2n (Sk
—————)=n+2+ 56 — 2 :
@c(ﬁk-i‘ﬁ)) ¥ O+ €
Z tej rekurencji wnioskujemy (o ile J; jest wystarczajaco mate i B, > n + ¢ dla

ustalonego ¢y >> €), ze [y < Ok tak wiec wyktadnik sie poprawia.
Reasumujac, zdefiniowalismy w Kroku k + 1 nowe state 0, mygi1, Bri1, takie, ze:

(3.23) B (1 +

(1) O jest wystarczajaco mala stala, by z rekurencji (3.23) wychodzily zaleznosci
n < Bry1 < P oraz o < 1,
(2) stata myq (czyli s z naszego rozumowania) jest pod kontrolg i zachodzi nieréwnosé
f{¢+mk+1at<¢}<w + dd€ ¢)” < Got”.
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To konczy Krok k + 1.
Wiemy wiec, ze [ jest ciggiem zbieznym. Mozna tez zatozy¢, ze 9, N\, 0. Jezeli wiec
A bedzie granica ciagu {0k}, to po przejéciu do granicy uzyskamy

2n n+2—c++/(n—2+¢€?2+8e
—) = 2= A= .
A(A—l—e)) nte= 2

Gdy e — 0" = A — n, a wiec B mozna wybraé¢ dowolnie blisko n gdy & jest odpowiednio
duze oraz dobierzemy (niezaleznie od krokéw iteracyjnych) mate e.

A(1 +

i

Uwaga 3.2.18. Powyzsze rozumowanie przenosi sie bez Zadnej istotnej roznicy na przy-
padek duzych form. Tak wiec rowniez w tym przypadku rownanie Monge’a-Ampére’a jest
stabilne.

Przyklad, ktory przedstawimy ponizej (wziety z [DZ]), wskazuje iz jest to wyktadnik
optymalny:

Przyklad 3.2.19. Dobierzmy dodatnie state B, D, takie, ze D < B oraz B2** < log 2+
D, dla ustalonego o € (0,1) (oczywiscie takie stale istniejg). Rozwazmy funkcje

Bl|z[]*, 2]l < 1,
p(z) = § max{B||z[|**log(][]|) + D}, 1<zl <2,
log([l=l]) + D, |2l = 2.

Jest ona poprawnie zdefiniowana, plurisubharmoniczna w C"™ i ma wzrost logarytmiczny.

Wygtadzajgc p mozina uzyskaé funkcje p, tak aby nowa funkcja miata znéw wzrost loga-
. . . _ 2a 3
rytmiczny, a takze byla radialna, gladka poza zerem oraz p(z) = Bl|z||** dla ||2|| < 7.
Wygtadzanie to mozna okresli¢ na wiele sposobow. Wystarczy zauwazyé, ze funkcje

m(x,y) = max(z,y),

mozna aproksymowaé malejgcym ciggiem funkcji wypuklych @ gtadkich m, takich, ZzZe
me(x,y) = x jezeliz—y > € orazme(x,y) =y jezeliy—x > €. O ile € bedzie wystarczajgco
male, to zamieniajgc w definicji p maksimum na m. dostaniemy funkcje o Zgdanych
wlasnosciach. Wiecej szczegolow na temat tej konstrukcji mozna znaleZé w pracy [Si2]
lub w [De3].
Za pomocq inkluzji
C'sz—[l:2z] P
mozna funkcji p(z) przypisac funkcje

_ 21 Zny 1 |2
: e : n = — e, — __1 ]_ -
Plz0 21500 st 2n]) p(ZO 20) 5 log(1+

€ PSH(P", wpg
) € PSH(P )
(tu wpg to forma Fubiniego-Studiego na P™, a wartosci p na hiperplaszczyznie {zo = 0}
dookreSlamy jako granice wartosci p gdy zo zmierza do 0.) Z konstrukcji wynika, Ze
wy = (dd°p)™ w mapie zg # 0, a z gladkoSci wynika, Ze mozemy pomingé zachowanie
Junkcji na hiperplaszczyznie w nieskonczonosci, gdyz ta hiperptaszczyzna jest miary wy
zero.
Ustalajgc wektor h € C" zdefiniugmy pp(z) = p(z + h) oraz analogicznie p,. Gdy
Il =0, 7= 7
Dla z = 0 dostajemy nieréwnosc

(3.24) B|A|** < [P, — lloo-
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Miary Monge’a-Ampére’a p oraz p,, sq¢ gladkimi funkcjami poza 0 i, odpowiednio, —h
oraz nalezqg do LP(wig) dla pewnego p > 1 zaleinego od «.

Mamy wige [3, |wp —wy | = e |(dd°p)" — (dd°pn)"|. By oszacowaé ostatnie wyrazenie
dzielimy C" na trzy czesci (zakladamy, Ze ||h|| jest male):

/ |(ddcp)”—(ddcph)”|_/ +/ +/
" =D RIS (1>}

Skoro p i py, sq gladkimi funkcjami w otoczeniu {||z|| > 1} ostatni wyraz latwo oszacowad
poprzez ||h||Co dla pewnej stalej Cy niezaleinej od h. Analizujgc pierwszy z wyrazéw
zavwazmy iz na zbiorze po ktorym catkujemy zachodzq wzory (ddp)" = C,B™||z|[*"*~),
(dd°pp)" = CLB"||z + h||>™@=1) (O} jest stalq zaleing tylko od wymiaru n). Skorzystajmy
teraz z metody szacowania, ktorg mozna znaleZé w [KW].

[y~ @) -
{llzI1<2]|R||}
_ BrC, / =l — [z 1 bl 2] <
{llzII<2]|r|}
< 23”01/ 2] 27@=D = Gy ] 2o
{IIz]1<3]|Rh]|}

Dla drugiego wyrazu zachodzi z kolei oszacowanie

/ (ddp)" — (d )| =
(2lnlI<ll=l1<3}

e / 1=l — [z + bl 2] <
{20|n<]]2l1< 3}
1
< B"Cl/ \/ < V||z +th||™™ Y h > dt| <
2|h||<]lz|| YO
< Gyllhl] / 2]PreD1 < Gyl ]2,
[|R]]<]|2l|

zakladajqc, Ze a < 5=, a wige catka jest okreslona. Ostatecznie dla malych ||h||

(3.25) jwy — Wy | < (Co+ Co)l[R]]P" + Col [RI| < Cs|R*.

Pn

1
Zalozmy iz mamy oszacowanie stabilnosci typu ||¢ — Y|l < Co||f — gl Laczac (3.24)
2 (8.25) otrzymujemy

1
) %)
Gdy ||h|| — 0 nieréwnos$é ta moze pozostaé prawdziwa tylko w przypadku gdy m > n.

Korzystajac z tego samego przyktadu i podobnych rachunkow mozna pokazac zZe wyktad-
nik w twierdzeniu Eyssidieuzr, Guedja © Zeriahiego takze jest optymalny, o ile p < 2 oraz
5 > 22%’; (zatozenia te wynikajq z faktu, Ze druga calka ktorg szacujemy w tym przykladzie
bylaby rozbieina bez tych warunkdéw). Jest jednak wysoce prawdopodobne, Ze wykladniki
sq optymalne bez tych technicznych warunkow.
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3.2.6. Regularnosé rozwigzan. Jak juz wezesniej wspomnielismy, stabilnos¢ rozwigzan za-
zwyczaj wykorzystuje sie w dowodzeniu wyzszej regularnosci rozwigzan réwnan rézniczko-
wych. Tak wiec wyniki z poprzednich podrozdzialéw sugeruja iz taka lepsza regularnosé
moze mie¢ miejsce w przypadku rownania Monge’a-Ampere’a. Nowy wynik, uzyskany
przez Kotodzieja, potwierdza te przypuszczenia:

Twierdzenie 3.2.20 ([K5]). Niech ¢ € PSH(X,w) bedzie rozwigzaniem problemu Dirich-
leta

(w4 dd® )" = fuw", supxp =0, ¢ € PSH(X,w),

gdzie [ > 0 jest funkcjg naleigca do przestrzeni LP(w™), p > 1. Wtedy funkcja ¢ jest
holderowsko ciggla, przy czym wyktadnik Holdera zalezy od p, wymiaru rozmaito$ci X
oraz od jej geometrii.

Ponizej naszkicujemy gltowne idee w dowodzie tego twierdzenia.

Odnotujmy iz lokalnie (w odpowiedniej mapie) funkcje ¢ mozna aproksymowaé za
pomoca splotéw. Korzystajac z ciagtosci ¢ (udowodnionej we wezesniejszych podrozdzi-
atach) mozna za pomoca (skomplikowanej) techniki Richberga skleja¢ te lokalne przyblize-
nia, tak aby dosta¢ cigg globalnych funkcji w-plurisubharmonicznych aproksymujacych
¢. W tym procesie klejenia istotnie ingeruje geometria rozmaitosci i w tym momencie
wplywa ona na tempo aproksymacji. 7 kolei tempo aproskymacji wzgledem lokalnych
L' norm zalezy od laplasjanu ¢ (dzieki znanemu z teorii potencjalu wzorowi Jensena).
Korzystajac z tych wynikow dostajemy oszacowanie w normie L* poza zbiorem o matlej
mierze Lebesgue’a.

Z drugiej strony, dzigki Twierdzeniu 3.2.16 (lub jego uogdlnieniu) rozwiazanie problemu
Dirichleta

¥ € PSH(X,w), (w+ dd®¢)" = gu", supx(¢ — ) = supx (¢ — ¢),

0, dla z € F,
9(z) =
cfdla ze X\ E

gdzie

(stalg ¢ dobieramy tak, aby [, gw" = [, w") bedzie dla zbioréw E o malej objetosci
bliskie ¢.

Laczac te dwa sposoby aproksymowania ¢ mozna wykazaé¢ iz zbyt wolne tempo przy-
blizania sie ciggu w normie jednostajnej prowadzi do sprzecznosci z zerowaniem sie funkcji
g na (odpowiednio dobranym) maltym zbiorze E. Szczegbly dowodu mozna znalezé w
[K5].

W szczegdlnym przypadku gdy X jest jednorodna tzn. grupa automorfizméw X za-
chowujacych forme w dziata tranzytywnie (tak jest na przyktad w przypadku P wraz
z forma Fubiniego-Studiego) Eyssidieux, Guedj i Zeriachi w pracy [EGZ] wykazali, ze
wyktadnik Holdera nie zalezy od geometrii rozmaitosci X, a jedynie od n = dimX oraz
p (mozna wzia¢ dowolny wyktadnik mniejszy niz #) Ich dowdd opiera sie na przy-

blizaniu funkcji ¢ za pomoca ¢p,- zlozenia ¢ z automorfizmem (zachowujacym w) bliskim
identycznosci (odpowiednikiem translacji o krétki wektor w C™), Twierdzeniu 3.2.15 o
stabilnogci oraz na prostym szacowaniu L? normy réznicy ¢, — ¢. Szczegdlty dowodowe
mozna znalezé w [EGZ].

W zwiazku z tymi wynikami rodzi si¢ naturalne pytanie o doktadng zaleznos¢ pomiedzy
geometria X a wykladnikiem Holdera (o ile taka zaleznosé istnieje). Jeszcze ciekawszy

jest problem przeniesienia wyniku Kotodzieja na przypadek duzych form (oczywiscie o ile
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zachodzi¢ bedzie w tym przypadku twierdzenie o ciagtosci rozwiazan). Jak sie przekon-
amy w nastepnym rozdziale rozwigzanie tych problemow moze mieé¢ bardzo interesujace
zastosowania w geometrii.

4. ZASTOSOWANIA W GEOMETRII ZESPOLONEJ

4.1. Potok Kahlera-Ricciego i jego zachowanie w przypadkach granicznych.
Potok Kahlera-Ricciego to paraboliczny potok bedacy zespolonym odpowiednikiem po-
toku Ricciego. Ten ostatni statl si¢ w ostatniej dekadzie jednym z gtéwnych obiektéw
badan w geometrii riemannowskiej i, dzieki pracom Hamiltona, Perelmana i innych au-
toréw, znalazt spektakularne zastosowania (miedzy innymi rozwiazanie hipotezy Poincar-

ego).
Definicja 4.1.1 (Potok Kahlera-Ricciego (znormalizowany)). Niech X bedzie roz-

maitosciq kahlerowskq z ustalong formq Kdhlera w. Potok Kdihlera-Ricciego (z danymi
poczgtkowymi w) to potok generowany przez réwnanie

8(,()15
ot
gdzie wy to zalezna od czasu t forma kdhlerowska, a Ric,, to jej forma Ricciego. Stata

W jest pewng stalq topologiczng zaleing od (X,w), ktdrej dokladne znaczenie i wartosé
omowimy ponizej.

(4.1) = —Ric,, + pwy, wo = w,

Przedstawmy tu pewng heureze dotyczaca tego potoku. Z ogdlnej teorii nieliniowych
parabolicznych réwnan rézniczkowych wynika istnienie potoku dla malych wartosci czasu
(tzn. dla t bliskich zeru). Przypu$émy jednak, ze potok da sie przedtuzyé do nieskonc-
zonosci oraz dodatkowo istnieje jakas graniczna forma ws,. Czlon % powinien, przyna-
jmniej na dyskretnym podciggu czaséw, zmierza¢ do formy zerowej. Dostajemy wiec w
granicy rownanie

(4.2) Ric, = jws.

Jednak lewa strona tego réwnania reprezentuje klase kohomologii ¢1(X), a ws jest forma
nieujemng (gdyz startujac z formy kéhlerowskiej w forma w; bedzie forma kéhlerowska
dla dowolnego t > 0 - inaczej Ric,, nie bytaby poprawnie okreslona).

Tak wiec z powyzszego rozumowania heurystycznego wynika iz g powinna by¢ odpowied-
nio dobrang stalg normalizacyjna, tak aby réwnanie (4.2) mogto by¢ spetnione, przyna-
jmniej na poziomie kohomologicznym.

Geometrycznie interesujace sa nastepujace przypadki:

e Jezeli wiazka antykanoniczna —Kx jest szeroka to mozna wykazaé¢ (wynika to z
gltebokiego geometrycznego twierdzenia Kodairy o zanurzeniu) iz odpowiadajaca
—Kx klasa Cherna c¢;(X) jest klasa kidhlerowska. Innymi stowy ¢;(X) > 0, a
wiec w tym przypadku g > 0. Tradycyjnie w geometrii rozwaza si¢ potok ze
stala u = 1, a przypadek ogdlny sprowadza sie do tego za pomocg odpowiedniego
przeskalowania.

o Jezeli z kolei Ky jest szeroka, to ¢;(X) < 0 i odpowiednio p < 0. Tradycyjnie
rozpatruje sie potok ze statg p = —1.

o Jezeli Ky = 0 (czyli wiazka kanoniczna jest trywialna) to stala p musi sie zerowac.

o Jezeli Kx jest nef i duza to (w pewnym sensie) ¢1(X) < 0. Okazuje sie iz znéw
dobrym wyborem jest u = —1, jednak rownanie (4.2) moze by¢ spelione tylko w
odpowiednio rozumianym stabym sensie.
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Uwaga 4.1.2. Odnotujmy iz gladkie rozwigzanie (o ile takie istnieje) réwnania
Ric, = \w

z odpowiednio dobrang stalg X jest bardzo szczegolng formq kdhlerowskq. Metryki po-
chodzgce od takich form nazywaja sie metrykami Kdhlera-Einsteina. Majg one funda-
mentalne znaczenie w geometrit zespolonej, podobnie jak metryki Finsteina w geometrii
riemannowskiey.

Oczywiscie aby taka metryka istniata klasa c¢(X) musi byc okreslona. W przypad-
kach c1(X) < 0 ¢ ¢i(X) = 0 taka metryka istnieje zawsze. Stwarza to nadzieje na
wypelnienie heurystycznych rozwazan powyzej, w szczegolnosci na istnienie potoku az
do nieskorniczonodci i istnienia metryki granicznej. Istnienie w przypadku c1(X) > 0
jest vwarunkowane dodatkowymi ograniczniami, jednak petna charakteryzacja tych roz-
maitosci dla ktérych istnieje metryka Kdhlera-Einsteina oraz ¢1(X) > 0 pozostaje jed-
nym 2z najwainiejszych nierozwigzanych problemow geometrit zespolonej. Odsylamy do
[T], gdzie mozina znaleZé szczegélowe omdwienie metryk Kdihlera-FEinsteina i problemu
ich istnienia.

Powracajac do analizy potoku Kahlera-Ricciego zauwazmy iz w odroznieniu od potoku
Ricciego réwnanie (4.1) mozna sprowadzi¢ do réwnania parabolicznego dla potencjatéw.
Aby tego dokonaé, odnotujmy najpierw iz z (4.1) wynika réwnanie klas kohomologii

ow
(S =~ (X) + ]
Rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek 1. Niech p # 0. Dla uproszczenia zapisu wybieramy reprezentanta c;(X)
jako Ric,- w rzeczywistodci tego reprezentanta mozna wybraé dowolnie. Wtedy z 90-
lematu (przypominamy tu podobne rozumowanie z podrozdzialu o réwnaniu Calabiego-
Yau) dostaniemy iz

oy = Ric, . e“t(w B Ricw) n i@é(bt
dla pewnego potencjatu ¢; zaleZDSgo od czasu t. Dostajemy wiec cigg rownan
wy — Ric,, = % = pet(w — RZCW) + #R;cw — Ricw + 100 8?
= pw; — piddg, + 00 %¢t
Wynika stad iz
wy' Oy

i00log(—L) = 888— — piddgy.
wTL

Skoro jednak X jest rozmaitoscig zwarta, to wszystkie funkcje pluriharmoniczne na X
muszg by¢ state. Dostaniemy wigc rownosé

8@ w”

=lo + + ¢,

8t g( ) /‘1/¢t t
gdzie ¢; jest pewng staty zalezng tylko od ¢. Dobieraj ac odpowiednia normalizacje potenc-
jatu ¢, mozemy zatozy¢ iz ¢, = 0. Uzyskujemy wiec nastepujacy problem paraboliczny

(4.3) wt”—eat —HPryn
$o = 0.
Przypadek 2. Niech p = 0. Z rozumowania heurystycznego powyzej wynika, ze

odpowiada temu sytuacja geometryczna gdy ¢1(X) = 0. Tak wiec [a“’t] = 0, czyli klasa
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kohomologii w; nie powinna zaleze¢ od . Jezeli w; = w + i00¢, (znéw korzystamy tu z
00 lematu), a Ric, = i00h,, (taki potencjal h,, istnieje, gdyz ¢, (X) = 0) to
- -0
— Ric,, + Ric, — i00h,, = —Ric,, = i0 %.
Rozumujac jak w pierwszym przypadku dostajemy réwnowazno$¢ powyzszego réwnania
(po normalizacji ¢;) z problemem

4.4
(4.4) bo = 0.
Tak wiec geometryczny potok Kahlera-Ricciego zostat sprowadzony do parabolicznego
odpowiednika réwnania Monge’a-Ampere’a na rozmaitosci X (w przypadku p # 0 w
rownaniu zmienia sie takze forma kahlerowska wzgledem ktorej rozpatrujemy funkcje w-
plurisubharmoniczne). Jak juz wspomnieliSmy w przypadkach ¢;(X) < 01 ¢ (X) =0
mozemy sie spodziewaé, ze potok ten bedzie istnial dla ¢ € [0, 00) oraz bedzie zmierzal
w nieskonczonosci do metryki Kéahlera-Einsteina na X. Fakt ten rzeczywiscie zachodzi,
co wykazal Cao.

9ot
{w? — eot +hwu)”

Twierdzenie 4.1.3 ([Caol). Niech X bedzie zwartg rozmaitoscig kihlerowskq o szerokiej
lub trywialnej wigzce kanonicznej (w jezyku klas Cherna c1(X) < 0 lub, odpowiednio
c1(X) =0). Wtedy potok Kdihlera-Ricciego istnieje dla t € [0, 4+00) i zmierza w granicy
do gtadkiej formy ws, takiej, ze Ric, = jwoo-

Twierdzenie to mozna takze potraktowac¢ jako alternatywny dowod istnienia metryk
Kahlera-Einsteina w tym przypadku. Dowdd Cao jest nietrywialny, a metody opieraja si¢
na teorii rownan rézniczkowych czastkowych, bez wykorzystania teorii pluripotencjatu.

Ciekawszy jest jednak przypadek c¢;(X) > 0. Jak juz wspomnieliémy nie zawsze me-
tryka Kahlera-Einsteina istnieje, tak wiec nie mozna sie spodziewa¢ analogicznego za-
chowania potoku Kéhlera-Ricciego. Zamiast tego mozna postawi¢ pytanie czy za pomoca
tego potoku mozna scharakteryzowaé te rozmaitosci, ktére spelniaja warunek ¢;(X) > 01
dopuszczaja metryki Kahlera-Einsteina. Problem ten jest obiektem bardzo intensywnych
badan w ostatnich latach.

Istotne wyniki w tej dziedzinie zostaly uzyskane przez Chena i Tiana ([ChT1] oraz
[ChT2]). W pracach tych autorzy pokazali, ze przy pewnych zalozeniach na forme po-
czatkowg w (gwarantujacych istnienie metryki Kéhlera-Einsteina na X), potok Kéhlera-
Ricciego rzeczywiscie przedtuza sie do nieskonczonosci i zmierza do metryki Kahlera-
Einsteina. Dowdd Chena i Tiana znéw opiera sie na teorii réwnan roézniczkowych i na
glebokich faktach geometrycznych.

Nowszym wynikiem jest nieopublikowane twierdzenie Perelmana i jego uogolnienie
przez Tiana i Zhu [TZh].

Twierdzenie 4.1.4 (Twierdzenie Perelmana, Tiana, Zhu). Niech X bedzie roz-
maitosciq kahlerowskq, takq, Ze c1(X) > 0. Jezeli na X istnieje metryka Kdihlera-
FEinsteina, to potok Kdahlera-Ricciego startujgcy z dowolnej formy z klasy c¢1(X) przediuza
sie do nieskonczonosci i zmierza w odpowiednim sensie do metryki Kahlera-Finsteina.

Intuicyjnie twierdzenie to rozwiazuje pierwsza czes¢ problemu charakteryzacji roz-
maitosci dopuszczajacych metryki Kahlera-Einsteina. Druga czesé, czyli zagadnienie
jak sie¢ potok zachowuje gdy na rozmaitosci nie ma takich metryk nie zostata jeszcze
do konca wyjasniona. Warto tu odnotowaé, ze istotnym elementem dodowdu Tiana i
Zhu jest L>-oszacowanie Kotodzieja (patrz podrozdzial o réwnaniu Calabiego-Yau i jego
uogdlnieniach).
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W przypadku gdy wiazka kanoniczna jest duza (u = —1) Tian i Zhang wykazali [TZ],
opierajac sie na wezesniejszych wynikach Tsujiego [Ts|, ze potok Kéahlera-Ricciego istnieje
w przedziale [0, T) gdzie T := sup {t| (e7" —1)c1(X)+e *w] > 0}. Oznacza to, ze potok
istnieje w maksymalnym mozliwym czasie (dla 7" > T forma Ric, , nie ma sensu w
punktach gdzie w}, < 0). Gdy wiazka kanoniczna jest dodatkowo nef (oznacza to, ze w
stabym sensie ¢;(X) < 0) dostajemy T = +o00, czyli potok istnieje dla dowolnego ¢ € R,

W obu przypadkach wazne jest zidentyfikowaé¢ obiekt wr bedacy (odpowiednio rozu-
miang) granica wy gdy t — T~. Oczywiscie nie moze to by¢ forma gladka gdyz w przy-
padku nef bytaby to metryka Kéhlera-Einsteina (co przeczyltoby nieokreslonosci ¢; (X))
za$ w przypadku skoniczonego T' potok datoby si¢ przedtuzy¢ dla czaséw wigkszych niz
T (dzigki teorii parabolicznych réwnan rézniczkowych), co jak wspomnieliSmy wyzej jest
niemozliwe.

Laczac metody geometryczne i rézniczkowe Tian i Zhang [TZ] wykazali, ze prad wr jest
gtadka forma poza pewnym zbiorem analitycznym wzdtuz ktérego klasa (e™7 —1)c; (X)) +
e T|w] si¢ degeneruje. Podobne wyniki mozna znalezé w pracach [EGZ], [CasN], [ST1],
[ST2], [Ts] oraz [To]. Metody rézniczkowe nie daja jednak zadnej informacji co sie dzieje
wladnie na tym zbiorze analitycznym.

Z, drugiej strony rownanie w momencie 7" ma postac

Oup
Wi = e o TUTY",

Jezeli przez O oznaczymy forme (e~ — 1)Ric, + e~ Tw, to réwnanie sprowadza sie do
(@r + i0Fur)" = e 5 T £(Gr)",

gdzie funkcja f (naduzywajac nieco oznaczen) réwna sie % Forma Wr, jezeli jest

dodatnio pétokreslona (co mozna czesto dostaé - patrz [TZ)), jest typowym przyktadem

duzej formy (gdyz jest $cisle dodatnio okreslona poza wspomnianym zbiorem anality-

cznym) oraz ur € PSH(X,©r). Jako iz stosunkowo prosto mozna oszacowaé¢ LP norme

prawej strony dla p > 1 (patrz [TZ]), z teorii rozwinietej w rozdziale trzecim dostajemy
nastepujacy wniosek:

Whiosek 4.1.5 ([TZ], [EGZ]). Potencjal ur jest w tej sytuacji jednostajnie ograniczony.

Dzieki teorii pluripotencjatu dostajemy wiec wiecej informacji jak wr zachowuje sie na
rozmaitosci X.

Kolejnym problemem jest pytanie o regularno$¢ potencjatu up. Gdy Kx jest duza
i nef (T' = o0) z ogblnych faktéw geometrycznych (patrz [TZ], [Z]) wynika, Ze istnieje
odwzorowanie holomorficzne F': X — PV (jest to odwzorowanie stowarzyszone do |K x|,
przypominamy iz obraz F'(X) moze by¢ osobliwy) takie, ze 0o = F*wps (wps to forma
Fubiniego-Studiego na PY). Na mocy Twierdzenia 3.2.7 dostajemy kolejny wniosek:

Whiosek 4.1.6 ([Z], [DZ]). Potencjal us, jest ciggly na X i gladki poza pewnym zbiorem
osobliwym.

W przypadku T' < oo (czyli gdy Ky jest tylko duza) ciaglo$é potencjatu pozostaje
problemem otwartym, gdyz brakuje odpowiednika twierdzenia o istnieniu odwzorowania
stowarzyszonego (patrz [Z]). W obu przypadkach jednak spodziewana jest maksymalna
mozliwa regularno$¢ potencjatu ur, czyli ze ur € CH'\C?. Dalsze zrozumienie osobliwosci
ur (chociazby pokazanie holderowskiej ciaglosci) jest kluczowe dla lepszego zrozumienia
geometrii przestrzeni (X, wr). W przypadku T < oo jest to przestrzen (pseudo)metryczna
niezupeka, i geometrzy spodziewaja si¢ (patrz np. [ST1], [ST2]), ze jej uzupelnienie
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(X,r) bedzie odpowiadato jakiej$ bimeromorficznej modyfikacji X. Istnieje tez przy-
puszczenie (poparte rachunkami w wymiarze 2 - patrz np. [CasN], [ST1}), ze potok
Kéhlera-Ricciego w przypadku gdy Kx jest duza po skonczenie wielu takich operacjach
uzupetnienia doprowadzi do rozmaitosci (badz niezbyt osobliwego zbioru analitycznego)
Xean na ktorym Kx = bedzie nef. OtrzymalibySmy w ten sposéb metryczna wersje styn-
nego programu modeli minimalnych w geometrii algebraicznej.

Na koniec chcieliby$émy odestaé¢ do [T], [TZ], [TZh], [ST1], [ST2], [CasN], [To], [Ts],
[EGZ] i [BEGZ], gdzie mozna znalezé znacznie pelniejszy obraz rozwijanej teorii, oraz
mozna sie przekonaé¢ o powigzaniach pomiedzy geometria i teorig pluripotencjatu.

LITERATURA

[A]] A.D.Alexandrov, Die innere Geometrie der konvexen Flichen, Akademie Verlag, Berlin, (1955).

[AT) H.Alexander i B.A.Taylor, Comparison of two capacities in C™, Math. Zeit. 186 (1984), 407-417.

[BEGZ] S.Boucksom, P.Eyssidieux, V.Guedj i A.Zeriahi, Monge-Ampére equations in big cohomology
classes, Preprint, arXiv:0812.3674v1.

[BGZ] S.Benelkourchi, V.Guedj i A.Zeriahi A priori estimates for weak solutions of complex Monge-
Ampére equations, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, Cl. Sci. 5 vol. 7 (2008), 1-16.

[Bl1] Z.Blocki, Estimates for the compler Monge-Ampére operator, Bull. Polish Acad. Sci. Math. 41
(1993), 151-157.

[B12] Z.Btocki, The complex Monge-Ampére operator in hypeconver domains, Ann. Scuola Norm. Sup.
Pisa 23 (1996), 721-747.

[BI3] Z.Blocki, On the definition of the complex Monge-Ampére operator in C?, Math. Ann. 328
(2004), 415-423.

[Bl4] Z.Btocki, The domain of definition of the complexr Monge-Ampére operator, Amer. J. Math. 128
(2006), no. 2, 519-530.

[BI5] Z.Blocki, Uniqueness and stability for the Monge-Ampére equation on compact Kdhler manifolds,
Indiana Univ. Math. J. 52 (2003), no. 6, 1697-1701.

[BI6] Z.Blocki, On uniqueness of the complex Monge-Ampére equation on compact Kdihler manifold,
preprint, dostepny na www.im.uj.edu.pl/ blocki.

[BT1] E.Bedford i B.A.Taylor, Simple and Positive Vectors in the Exterior Algebra of C™, preprint
(1974) (nieopublikowany).

[BT2] E.Bedford i B.A.Taylor, The Dirichlet problem for a complex Monge-Ampére operator, Invent.
Math., 37 (1976), 1-44.

[BT3] E.BedfordiB.A.Taylor, A new capacity for plurisubharmonic functions, Acta Math. 149 (1982),
1-40.

[BT4] E.Bedford i B.A.Taylor, Fine topology, Silov boundary and (dd°)™, J. Funct. Anal. 72 (1987)
no. 2, 225-251.

[BT5] E.Bedford i B.A.Taylor, Uniqueness for the complex Monge-Ampére equation for functions of
logarithmic growth, Indiana Univ. Math. J. 38 (1989), 455-469.

[Cal E.Calabi, On Kéahler manifolds with vanishing canonical class. Symposium in honour of S.
Lefschetz, pp. 78-89. Princeton Univ. Press, Princeton, N. J. (1957).

[Cao] H.D.Cao, Deformation of Kdihler metrics to Kihler-Einstein metrics on compact Kihler mani-
folds, Invent. Math. 81 (1985), 359-372.

[CasN] P.Cascini i G.LaNave, Kdhler-Ricci flow and the Minimal model program for projective varieties,
Preprint, arXiv: math/0603064.

[Cel]  U.Cegrell, Discontinuité de l’opérateur de Monge-Ampére complexe, C. R. Acad. Sci. Paris, 296
(1983), 869-871.

[Ce2]  U.Cegrell, Pluricomplex energy, Acta Math. 180 (1998), 187-217.

[Ce3]  U.Cegrell, The general definition of the complex Monge-Ampére operator, Ann. Inst. Fourier,
54, 1 (2004), 159-179.

[CeK1] U.Cegrell i S.Kolodziej, The Dirichlet problem for the complex Monge-Ampére operator: Perron
classes and rotation invariant measures, Michigan Math. J. 41 (1994), 563-569.

[CeK2] U.Cegrell i S.Kolodziej, Equation of complex Monge-Ampére type and stability of solutions,
Math. Ann. 334 (2006), 713-729.

[ChT1] X.X.Chen i G.Tian, Ricci flow on Kdhler-FEinstein surfaces, Invent. Math. 147 (2002), 487-544.

64



[ChT2
[CoGZ)]

[Del]

[De2]

X.X.Chen i G.Tian, Ricci flow on Kdhler-Einstein manifolds, Duke Math. J. 131 (2006), 17-73.
D.Coman, V.Guedj i A. Zeriahi, Domains of definition of Monge-Ampere operators on compact
Kahler manifolds, Math. Zeit. 259 (2) (2008), 393-418.

J.-P.Demailly, Mesures de Monge-Ampére et caracterisation géométrique des variétés algébriques
affines, Mém. Soc. Math. France 19 (1985) 1-125.

J.-P.Demailly, Regularization of closed positive currents and intersection theory, J. Alg. Geom.
1 (1992), 361-409.

J.-P.Demailly, Complex analytic and differential geometry, ksiazka internetowa dostepna na
stronie internetowej autora http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/ demailly/.

J-P.Demailly i N.Pali, Degenerate complex Monge-Ampére equations over compact Kdihler man-
ifolds, Preprint. ArXiv 0710.5109.

S.Dinew, Cegrell classes on compact Kdhler manifolds, Ann. Polon. Math. 91 2-3 (2007), 179-
195.

S.Dinew, An inequality for mized Monge-Ampére measures, Math. Zeit. 262 (2009), 1-15.
S.Dinew, Uniqueness in £(X,w), J. Funct. Anal. 256 (2009), 2113-2122.

S.Dinew, On Positive C (3 9)(C™) Forms, preprint, (nicopublikowany).

S.Dinew, Z.Zhang, Stability of Bounded Solutions for Degenerate Complex Monge-Ampére Equa-
tions, Preprint arXiv:0711.3643.

T.C.Dinh, V.A.Nguyen and N.Sibony, Exponential estimates for plurisubharmonic functions and
stochastic dynamics, Preprint, arXiv:0801.1983.

P.Eyssidieux, V.Guedj i A.Zeriahi, Singular Kdihler-FEinstein metrics, Journal AMS, w druku.
J.E.Fornaess i R.Narasimhan, The Levi problem on complex spaces with singularities, Math.
Ann. 248 (1980), no. 1, 47-72.

L Garding, An inequality for hyperbolic polynomials, J. Math. Mech. 8 (1959), 957-965.
P.Griffiths i A.Harris, Principles of algebraic geometry, Hohn Wiley and Sons, New York, (1978).
V.Guedj i A.Zeriahi, Intrinsic capacities on compact Kdhler manifolds, J. Geom. Anal. 15
(2005), no.4, 607-639.

V.Guedj i A.Zeriahi, The weighted Monge-Ampére energy of quasiplurisubharmonic functions,
J. Funct. Anal. 250 (2007), 442-482.

L.M.Hai, N.V.Khue i P.H.Hiep, w-pluripolar sets and subextension of w-plurisubharmonic func-
tions on compact Kdahler manifolds, Ann. Polon. Math. 91 (2007), 25-41.

R.Harvey i R.Knapp, Postive (p,p)-forms, Wirtinger’s inequality and currents, Value Distribu-
tion Theory, Part A, Dekker, (1974), 43-62.

P.H.Hiep, On the convergence in capacity on compact Kdhler manifolds and its applications,
Proc. AMS 136 (2008), 2007-2018.

R.A.Horn i C.R.Johnson, Matriz analysis, Cambridge Univ. Press, (1985).

L. Hormander, Notions of convezity, Birkhauser, (1994).

N.V.Khue i P.H.Hiep, Some properties of the complex Monge-Ampére operator in Cegrell’s
classes and applications, Trans AMS, w druku.

C.O.Kiselman, Sur la definition de l’operatour de Monge - Ampere complexe, Proc. Anal-
yse Complexe, Toulouse (1983), Lecture Notes in Math., vol. 1094, Springer- Verlag, Berlin-
Heidelberg- New- York, pp. 139- 150.

C.0O.Kiselman, Plurisubharmonic functions and potential theory in several complex variables,
Development of mathematics 1950-2000, J-P. Pier editor, Birkh&user, (2000).

M.Klimek, Pluripotential theory, Clarendon Press, (1991).

S.Kolodziej, The range of the complex Monge-Ampére operator, Indiana Univ. Math. J. 43
(1994), 1321-1338.

S.Kolodziej, The complex Monge-Ampére equation, Acta Math. 180 (1998), 69-117.
S.Kotodziej, The Monge-Ampeére equation on compact Kdhler manifolds, Indiana Univ. Math.
J. 52 (2003), no 3, 667-686.

S.Kotodziej, The complex Monge-Ampére equation and pluripotential theory, Memoirs of AMS
178/840 (2005), 1-64.

S.Kotodziej, Hélder continuity of solutions to the complex Monge-Ampere equation with the right
hand side in LP, Math. Ann. 342 (2008), 379-386.

H.Kozono i H-Wadade, Remarks on Gagliardo-Nirenberg type inequality with critical Sobolev
space and BMO, Math. Zeit. 259 (2008), 935-950.

65



R.Lazarsfeld, Positivity in algebraic geometry I, A Series of Modern Surveys in Mathematics 48
Springer-Verlag, Berlin, (2004).

P.Lelong i L.Gruman, Entire functions of several complex variables, Springer-Verlag (1985).
A.Rashkovskii, Newton numbers and residual measures of plurisubharmonic functions, Ann.
Polon. Math. 75 (2000), 213-231.

A .Rashkovskii, Lelong numbers with respect to reqular plurisubharmonic weights, Results Math.
39 (2001) 320-332.

J.Siciak, On some extremal functions and their applications in the theory of analytic functions
of several complex variables, Trans. AMS 105 (1962), 322-357.

J.Siciak, Eztremal plurisubharmonic functions in C™, Ann. Polon. Math. 39 (1981), 175-211.
Y .-T.Siu, Lectures on Hermitian-FEinstein Metrics for Stable Bundles and Kdhler-FEinstein mer-
tics, Birkhduser Verlag, Basel, (1987).

Y .-T.Siu, Calculus inequalities derived from holomorphic Morse inequalities, Math. Ann. 286
(1990), 549-558.

J.Song i G.Tian, Kdhler-Ricci flow on surfaces of positive Kodaira dimension, Invent. Math.
170 (2007), 609-653.

J.Song i G.Tian, Canonical measures and the Kdhler-Ricci flow, Preprint, arXiv:0802.2570.
G.Tian, Canonical metrics in Kdhler geometry, Birkhauser (2000).

G.Tian i Z.Zhang, On the Kdhler-Ricci flow on projective manifolds of general type, Chinese
Ann. of Math. (B), 27 (2006), 179-192.

G.Tian i X.Zhu, Convergence of Kdhler-Ricci flow, Journal AMS, 20 (2007), 675-699.
V.Tosatti, Limits of Calabi-Yau metrics when the Kéhler class degenerates, J.European Math.
Soc. w druku.

H.Tsuji, Existence and degeneration of Kdahler-FEinstein metrics on minimal algebraic varieties
of general type, Math. Ann. 281 (1988), 123-133.

J.Wiklund, Matriz inequalities and the complex Monge-Ampére operator, Ann. Polon. Math. 83
(2004) 211-220.

J Wiklund, Pluricomplex charge at weak singularities, preprint arXiv:math/0510671.

Y .Xing, Continuity of the complex Monge-Ampére operator, Proc. AMS 124 (1996) 457-467.
S.T.Yau, On the Ricci curvature of a compact Kdhler manifold and the complex Monge-Ampére
equation, Comm. Pure Appl. Math. 31 (1978), (3), 339-411.

V.Zahariuta, Transfinite diameter, Cebysev constants and capacity for a compactum in C", (w
jezyku rosyjskim) Math. USSR Sb. (N.S.) 138 (1975), 374-389.

Z.Zhang, On Degenerate Monge-Ampere Equations over Closed Kdhler Manifolds, Int. Math.
Res. Not. (2006), 1-18.

66



