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Wstep

W niniejszej pracy badana jest klasa lokalnie skonczonych endomorfizméw
wielomianowych, wprowadzona przez J.-P. Furtera i S. Maubacha w [FM].
W najprostszym rozwazanym przypadku - odwzorowania wielomianowego
F:C" — C" - méwimy, ze F jest lokalnie skoniczone, jesli istnieje niezerowy

d
wielomian jednej zmiennej p(7') = Z pI" € C[T), dla ktérego odwzorowanie
=0

d
p(F):ZpiFOi, gdzie F*:=Fo...oF

i=0 i razy

jest identycznosciowo rowne zeru. Natychmiastowym przyktadem sg tu od-
wzorowania liniowe - w tym wypadku jako wielomian p wystarczy wziaé
wielomian charakterystyczny (tw. Cayley’a-Hamiltona). Przez analogie, wie-
lomian p wystepujacy w powyzszej definicji nosi nazwe wielomianu charakte-
rystycznego odzworowania F' - jego wyznaczenie jest jednym z podstawowych
celéw pracy. Istnienie takiego wielomianu naktada znaczne ograniczenia na
odwzorowanie F' - ma ono wiele wtasnosci charakterystycznych dla odwzoro-
wan liniowych; w szczegdlnosci: surjektywnoscé, bijektywnosé oraz nieznikanie
jakobianu F' sg warunkami rownowaznymi, ponadto stowarzyszony endomor-
fizm F* pierdcienia wielomianéw ma rozktad Jordana. Jednoczesnie istnieja
wysoce nietrywialne przyktady odwzorowan lokalnie skonczonych, np. auto-
morfizm Nagaty ([Na], [SU1]) - ich prezentacja jest jednym z celéw pracy. Ko-
lejnym jest przedstawienie zwigzkéw endomorfizméw lokalnie skonczonych z
automorfizmami wielomianowymi oraz rézniczkowaniami algebr afinicznych,
jak rowniez rozszerzenie definicji endomorfizmu lokalnie skonczonego na przy-
padek ciata k charakterystyki zero (niekoniecznie algebraicznie domkniete-
g0o).

Rozdziat 1 zawiera spis najczesciej uzywanych oznaczen oraz elementarne
fakty wykorzystywane w dalszej czesci pracy. Dla wygody czytelnika przypo-
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minamy w nim informacje dotyczace ciagéw spetiajacych rekurencje liniowa
(ang. linear recurrent sequences) oraz pokazujemy, ze podstawowe wlasnosci
endomorfizméw lokalnie skoriczonych, udowodnione w pracy [FM] sa praw-
dziwe dla dowolnego ciata charakterystyki 0.

W rozdziale 2 podajemy - poprawiajac wczeSniejsze wyniki w tym za-
kresie - formule na wielomian charakterystyczny endomorfizmu F' w zalez-
nosci od jego czesci liniowej (tw. 2.3). Wyliczamy takze explicite wielomian
minimalny dla automorfizmu tréjkatnego k™ (tw. 2.13), co w polaczeniu z
wynikami rozdzialu 4 pozwala m. in. okresli¢ odpowiadajace mu rézniczko-
wanie pierécienia wielomianéw. W dalszej czesdci tego rozdziatu zajmujemy
sie przypadkiem dwoch zmiennych: podajemy optymalne oszacowanie stop-
nia wielomianu minimalnego oraz przyktady sugerujace, ze dla wiekszej liczby
zmiennych proste oszacowanie nie istnieje.

Rozdziat 3 dotyczy podgrupy generowanej przez automorfizmy lokalnie
skonczone w grupie automorfizméw wielomianowych. Pokazujemy, ze grupa
ta jest normalna dla dowolnego n oraz dowodzimy kilku faktéw o podgrupach
normalnych. Warto zauwazy¢, ze w przypadku odwzorowan wielomianowych
k" rozwazana podgrupa jest albo nietrywialnym przyktadem podgrupy nor-
malnej (takie przyktady w zasadzie nie sa znane w literaturze) albo auto-
morfizmy lokalnie skoniczone tworza zbior generatoréw grupy GA,, (k).

W rozdziale 4 analizujemy zwiazki migdzy automorfizmami lokalnie skon-
czonymi a rézniczkowaniami, w szczegélnosci podajemy doktadny wzér na
wielomian minimalny automorfizmu bedacego eksponentem rézniczkowania
lokalnie nilpotentnego (tw. 4.5). Dalsza czesé rozdziatu poswiecona jest wy-
znaczeniu rézniczkowania lokalnie skonczonego, od ktorego pochodzi zadany
automorfizm tréjkatny (tw. 4.10). Cze$¢ wynikéw tego rozdziatu zostata opu-
blikowana w pracy [Z1].

Praca zostata cze$ciowo sfinansowana z grantu promotorskiego MNiSW
N N201 367036.



Rozdziat 1

Preliminaria

1.1 Oznaczenia

Rozpoczynamy od ustalenia oznaczen przyjetych w pracy. W przypadku po-
je¢ niestandardowych lub definiowanych w tekscie, obok krotkiego opisu po-
dany jest numer strony, na ktérej mozna znalezé precyzyjna definicje.

ACB - A jest podzbiorem zbioru B (niekoniecznie wlasciwym)

#S - liczba elementéw zbioru S

idg - odwzorowanie identycznos$ciowe na zbiorze S

N - zbiér liczb naturalnych {0,1,2,...}

k - ciato charakterystyki 0

k* - grupa elementéw odwracalnych ciata k

k - domkniecie algebraiczne ciata k

X - zestaw zmiennych Xi,... X,

kIl = k[X] - pierécienn wielomianéw n zmiennych o wspétczynnikach z
ciata k

degy. f - stopien wielomianu f ze wzgledu na zmienng X;

deg f - calkowity stopien wielomianu f (tzw. total degree)

deg F - stopien odwzorowania F', rowny max deg F; jesli F' =
(Fy,...,F,)

F'(X) - rdzniczka odwzorowania F' (identyfikowana z macierza Ja-
cobiego (01;7)(%)))

JF(X) - jakobian odwzorowania F', rowny det(agii)g))

Lin(F) - cze$¢ liniowa odwzorowania F' (str. 8)

L.v - wartos¢ odwzorowania liniowego L na wektorze v

6



Fei - i-krotne zlozenie odwzorowania F'

LF (k™) - zbiér wszystkich lokalnie skonczonych endomorfizméw wie-
lomianowych przestrzeni k™ (str. 11)

Ir - ideatl wielomianéw charakterystycznych odwzorowania F
(takich, ze p(F) =0 - str. 11)

153 - wielomian minimalny odwzorowania F' (str. 11)

(f1,..., fr) - ideal lub podgrupa generowane przez elementy fi,..., f.

span(S) - podprzestrzen wektorowa rozpieta na elementach zbioru S

Bedziemy bardzo czesto postugiwaé sie jednomianami, ustalamy zatem
terminologie.

Niech o = (o, ..., ;) € N". Przez jednomian n zmiennych rozumiemy
wyrazenie postaci X = X' - ...« X% (ze wspolezynnikiem réwnym 1,
czyli tzw. jednomian unormowany). Przyjmujemy |a| := a3 + ... + «, oraz
= o dlar = (rq,...,7,) € K". Ponadto dla wielomianu f € k"
wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

,,,.CM

mon f - zbiér jednomianéw wystepujacych (z niezerowymi wspo6i-
czynnikami) w wielomianie f
coef ya f - wspdlczynnik przy jednomianie X* w wielomianie f

Lm f - jednomian wiodacy (najwyzszego stopnia) wielomianu f
wzgledem ustalonego porzadku
Lt f - sktadnik wiodacy wielomianu f, réwny coefry, s f - Lm f
Dla zbioru wielomianéw S C k™ bedziemy pisa¢é mon S := {mon f : f €
S}, podobnie dla odwzorowania wielomianowego F' = (Fy,..., F,) : k" —
k" przyjmujemy mon F' := mon{F}, ..., F,,}. Analogicznie okreslamy zbiory

LmS, Lt S, Lm F oraz Lt F.

Przypomnimy teraz podstawowe wiadomosci z geometrii algebraicznej afi-
nicznej (zob. np. [Hal).

Niech V' bedzie podzbiorem algebraicznym k™ (tj. zadanym przez zbior
zer rodziny wielomianéw) oraz F' = (Fi,...,F,) : V. — V odwzorowaniem
regularnym (wielomianowym). Zbiér wszystkich takich odwzorowan bedzie-
my oznaczaé przez P (V). W dalszej czesci pracy stosujemy oznaczenie F* na
k-endomorfizm algebry k[V] = k" /I(V) dany wzorem

F*:k[V]|2gw g(Fy,...,F,) € k[V]

Odwrotnie, dla k-endomorfizmu @ algebry ki mozemy zdefiniowaé odwzo-
rowanie wielomianowe ®, : k™ — k" przez

D, = ((I)(Xl)v R CI><XTL))
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Jak nietrudno sprawdzi¢ (FoG)* = G*o F* oraz (idy)* = idyjy). Mamy takze
(PoW),=T,0d,i(D,)" =0.

Odwzorowanie regularne F' : V' — V nazwiemy automorfizmem, jesli F™*
jest k-automorfizmem algebry k[V] - oznacza to, Ze istnieje odwzorowanie
wielomianowe G : V' — V spetniajace warunek G o F' = F o G = idy,. Zbiér
wszystkich automorfizméw z dziataniem sktadania tworzy grupe, oznaczang
Aut(V).

Bedziemy uzywac¢ nastepujacych oznaczen dla ponizszych zbiorow auto-
morfizmow wielomianowych k™:

GA, (k) - grupa wszystkich automorfizméw wielomianowych F =
(Fy,..., F,) przestrzeni k™,
GL,(k) - grupa automorfizméw liniowych k™: F'(0) =0, deg F' = 1
Af,(k) - grupa automorfizméw afinicznych k™: deg F' = 1
Diag, (k) - grupa automorfizméw diagonalnych k™: F; = ¢;X;, ¢; € k*
dlat=1,....,n
EA, (k) - zbiér automorfizméw elementarnych k™: F; = X; + G, G €
k[Xq,..., X1, Xiqq,..., Xy oraz F; = X, dla j # 14
Tr,(k) - grupa automorfizméw trojkatnych k™: F; = ¢; X; + G;, ¢; €
k*, Gz € k[Xl,...7XZ‘_1] dla i = 1,...,TZ
TA,(k) - grupa automorfizméw rozktadalnych (ang. tame) k™: pod-
grupa GA, (k) generowana przez GL, (k) i EA, (k)
Uwaga: stosujac powyzsze oznaczenia bedziemy pomijaé ciato k (jesli jest
ono ustalone) i pisa¢ GA,,, GL,, etc.

Jesli F' € P(k™), mozemy zdefiniowaé czesé liniowa odwzorowania F' (ozn.

Lin(F)) wzorem

F(LX,, ... tX,) — F(0)
t

Lin(F).X :=

=0

Latwo sprawdzi¢, ze w tej sytuacji (po naturalnych identyfikacjach): Lin(F') =
F'(0) = (280, ., oraz jesli G(0) = 0, to Lin(F o G) = Lin(F) o Lin(G).
Dla F € GA,]L(k) z réwnosci GoF' = idyn dostajemy det G'(F(X)) det F'(X) =
1, co pokazuje, ze JF(X) = det F'(X) € k* (jedyne elementy odwracalne

pierécienia kI to niezerowe stale) i w szczegdlnogci Lin(F) € GL,, (k).

Pytanie, czy zachodzi implikacja odwrotna a mianowicie czy
JF(X) ek = F e GA,(k)

nosi nazwe Hipotezy Jakobianowej. Problem ten byt badany juz w roku 1939
przez Kellera (zob. [Ke]). Dobrym zrédlem informacji na ten temat jest praca
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[BCW] - pokazano tam m.in., ze Hipoteze wystarczy udowodnié¢ dla wszyst-
kich n > 1 i odwzorowan F = (F},..., F,) postaci F; = X; + H;(X), gdzie
H; sa wielomianami jednorodnymi stopnia 3 (rezultat ten uzyskano réwniez
w pracy [Y]). Mimo dalszych zachecajacych redukeji postaci odwzorowania
o stalym jakobianie (zob. np. [Dr]), Hipotezy nie udatlo sie do tej pory udo-
wodnié¢ lub obali¢, nawet dla n = 2.

Bedziemy korzysta¢ z nastepujacego lematu, ktéry jest natychmiastowym
wnioskiem z twierdzenia o odwracaniu szeregéw formalnych (zob. np. [E])

Lemat 1.1. Niech F' € P(k™). Jesli istnieje G € P(k"), dla ktérego Go F' =
idgn, to F' jest automorfizmem oraz F o G = idyn.

1.2 Ciagi spelniajagce rekurencje liniowg

W tym podrozdziale V oznacza przestrzen wektorowa (niekoniecznie skon-
czonego wymiaru) nad cialem k charakterystyki zero. Na zbiorze VY wszyst-
kich ciagow o elementach z V wprowadzamy standardowo strukture prze-
strzeni wektorowej: (ug,u1,...) + (vo,v1,...) = (ug + vo,u; + v1,...) oraz
a(ug, uy, . ..) = (qug, auy, . ..). Okreglamy tez operacje liniowg s : V¥ — YN
(zwana ,przesunieciem”) wzorem $(ug,us,...) = (ug,us,...). Niech teraz

d
p(T) = Z piI" € k[T bedzie wielomianem jednej zmiennej. Definiujemy
=0

odwzorowanie p : VN — V¥ (| podstawienie do wielomianu p”) jako

d d d
p(u) == piso...os(u) = puwi, Y ptis1,...)
i=0 X i=0 i=0

i razy

Definicja 1.2. Powiemy, ze ciag u spelnia rekurencje liniowa rzedu d > 0,
jesli p(u) = 0 dla pewnego wielomianu p € k[T stopnia d. Oznacza to
doktadnie tyle, ze przy pewnych a; € k, dla kazdego n € N zachodzi réwnosé

Uptd = AUp + A1Upy1 + .o+ Ag—1Untd—1
d .
(jesli p(T') = > pT" i pg # 0, mozna wziaé a; :== —p;/pa).
i=0

Przydatnos¢ ciggdéw spetniajacych rekurencje liniowg wynika miedzy in-
nymi z nastepujacego twierdzenia



Twierdzenie 1.3. Niech u € VY oraz p(T) € k[T ] Oznaczmy przez k do-
mkniecie algebraiczne k oraz V =V @y k. Jesli p(T) = cH — ;)" jest

rozktadem wielomianu p na czynniki liniowe nad k (przy czym ri # r; dla
i # 7), to nastepujace warunki sq réwnowazne:

B g Lyl e 4= @ g™ )

wz—l

ZT Z q;”’n’) dla kazdego n € N.

€ Vi, przy ktorych

Dowod. Mozna zatozy¢, ze ciato k jest algebraicznie domknigte. Jesli V = k,
dowdd jest standardowy (zob. np. [Je]). W przypadku ogélnym wybieramy
baze przestrzeni V i stosujemy twierdzenie dla k do wspotczynnikéw wekto-
row w tej bazie. X

Whiosek 1.4. Dla dowolnego u € VN zbiér I, := {p(T) € k[T] : p(u) = 0}
jest ideatem w K[T.

Dowdd. Wprost z definicji I, jest podprzestrzenia wektorowa k[T]. Z po-
przedniego twierdzenia wynika zawieranie k[T - I,, C I, (mozna tez bezpo-
srednio sprawdzié, ze T - I, C I,,). X

Jesli ciag u spetnia rekurencje liniowa, to I, # {0}. W tej sytuacji mozemy
postawié¢ nastepujaca definicje

Definicja 1.5. Dowolny niezerowy wielomian p(7') € I, nazywamy wielo-
mianem charakterystycznym ciagu u. Wielomian charakterystyczny najniz-
szego mozliwego stopnia o wspotczynniku przy najwyzszej potedze réwnym
1 (tzn. unitarny generator idealu I,,) nazywamy wielomianem minimalnym
ciggu u 1 0Znaczamy [i,.

Wyrézniamy dwie wazne klasy ciagéow spelniajacych rekurencje liniowsa;:

Definicja 1.6. Niech u € VY. Jedli 1,(T) = (T — 1)¢ dla pewnego d > 0,
to mowimy, ze u jest ciagiem unipotentnym (ang. unipotent). Jesli natomiast

pa(T) = [ (T —r), gdzie r; € k oraz r; # r; dla i # j, to powiemy, zZe
i=1,..d
ciag u jest polprosty (ang. semisimple).
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d
Wprost z twierdzenia 1.3 wynika, ze u jest unipotentny < w, = Zq(j)nj
7=0
dla pewnego d > 0 oraz ¢) € Vdla j = 0,...,d. Podobnie u jest pétprosty
d

& u, =Y gy, dla pewnego d > 0 oraz ¢; € V, r; ek dlai =0,....d.
=0

1.3 Podstawowe wlasnosci odwzorowan lokal-
nie skonczonych

Dowody wigkszosci faktow tego podrozdziatu dla przypadku k = C mozna
znalez¢ w pracy [FM]. Dla dowolnego F' € P (k") przyjmujemy F°° := idyn
oraz F° = F o F°=1,

Definicja 1.7. Odwzorowanie F' € P(k™) nazwiemy lokalnie skoniczonym,
d

jesli istnieja takie po, ..., pa € k (nie wszystkie réwne zeru), ze Y pF* =0

jako element P (k™). Zbiér wszystkich odwzorowan lokalnie sko;iczonych n
zmiennych oznaczamy LF (k™).

Przyjmijmy V = P(k") oraz u(F) = (idyn, F, F°%,...) € V. Latwo wi-
d
da¢, ze podstawienie ciagu u(F) do wielomianu p(T) = > p;T" ma postaé
i=0
p(u(F)) = (p(F),p(F) o F,p(F) o F*?,...), gdzie p(F) = > p;F*". Lokalna
i=0
skonczonosé F' jest zatem réwnowazna spelnianiu przez ciag u(F') pewnej

rekurencji liniowej. Na mocy poprzednich uwag mozemy zdefiniowac:
Ip = L) - ideal  wielomianéw charakterystycznych” odwzorowania F,

HF = [Ly(F) - Wielomian minimalny odwzorowania F.

k
Podobnie jak dla ciagéw, wielomian minimalny pp(7) = ZmiTi jest
i=0
unitarnym (my = 1) wielomianem najnizszego stopnia sposréd wszystkich
d
wielomianéw p(T) =) p;T" spetiajacych réwnanie charakterystyczne
i=0

d
p(F) = z:piFoz =0
i=0
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Uwaga 1.8. Bedziemy czesto zapisywacé wielomian charakterystyczny w po-
staci iloczynu (np. czynnikéw liniowych). Warto wiec zauwazy¢, ze jesli p(T') =
q(T) - r(T), to na ogdét p(F) # q(F) o r(F). Niech na przyktad p(T) =
(T+1)(T—1) = T2~ 1. Wowezas dla F = (Y-X?, X+(Y—X2)2> € P(K2)
mamy p(F) = F°? —idy2 = 0 oraz (F + idy2) o (F — idy2) # 0.

Przektadajac definicje 1.6 na jezyk odwzorowan otrzymujemy

Definicja 1.9. Niech F' € LF(k™). Odwzorowanie F' nazwiemy unipotent-
nym, jesli pg(T) = (T — 1)¢ dla pewnego d € N. Odwzorowanie F nazwiemy
pétprostym, jesli pp(7') nie ma czynnikéw wielokrotnych w rozkladzie na wie-
lomiany nierozkladalne nad k (< pp(7) nie ma pierwiastkoéw wielokrotnych
w k).

Uwaga 1.10. Latwo zauwazy¢, ze powyzsze definicje mozna wyrazi¢ rowno-
waznie jako:

- F jest unipotentne < 3d e N: (T'— 1) € I

- F jest potproste < dp(T) € Ip : p(T) nie ma w rozkladzie czynnikéw
wielokrotnych.

Interesujgca wlasnoscia odwzorowan unipotentnych i pétprostych jest ich
rola w nastepujacej wersji twierdzenia Jordana o rozktadzie dla automorfi-
zméw lokalnie skoficzonych (zob. [Hul)

Twierdzenie 1.11. KaZdy lokalnie skoriczony automorfizm F € GA, (k)
posiada jednoznaczny rozktad postaci F = F, o Fy, spelniajgcy warunki:

1. F,oF,=Fs;0F,,
2. F, jest unipotentne,
3. F jest polproste.

Ponizsze nietrudne stwierdzenie przedstawia warunki rownowazne na to,
by odwzorowanie F' byto lokalnie skonczone w zaleznosci od iteracji F'. Jest
ono szczegobdlnie przydatne do uzasadnienia, ze wiele przyktadow odwzorowan
wielomianowych k" jest lokalnie skonczonych.

Stwierdzenie 1.12. Niech F' € P(k™). Wtedy nastepujgoce warunki sq réw-
nowazne:
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1. odwzorowanie F' jest lokalnie skonczone,

2. sup deg F°™ < +00,
meN

3. Vg € k[X] : dimy span{g, F*(g), (F*)**(g), ...} < +o0.

Przyktad 1.13. Ponizej prezentujemy kilka przyktadéw odwzorowan lokal-
nie skonczonych:

— wszystkie odwzorowania liniowe oraz afiniczne, gdyz dla nich

sup deg F°™ < 1
meN
- EA, (k) C LF(k"), gdyz wszystkie odwzorowania elementarne spet-

niajg réwnanie F°2 — 2F +idgn = 0
— Tr, (k) C LF(k"), gdyz jak nietrudno sprawdzi¢ zachodzi warunek

sup deg F°™ < ﬁ deg F;
meN =1
— automorfizm Nagaty przestrzeni k® (zob. [Na]), dany wzorem

N=(X—-2Y0—Z0%Y + Zo,7)

gdzie 0 = X Z+Y?, gdyz spelia réwnanie F°3—3F°24+3F —idys = 0

— quasi-translacje, badane np. przez de Bondta (zob. [B]), jako spel-

niajace réwanie F°? — 2F + idg» = 0
— automorfizmy skonczonego rzedu w GA, (k) (zob. np. [PR]), tzn.
spetiajace zalezno$é F°% = idy» dla pewnego k > 0.

Odwzorowanie F' € P(k) jest lokalnie skonczone doktadnie wtedy, gdy
deg F' < 1. Latwo réwniez znaleZé przyktad automorfizmu F' € TA,(k), ktéry
nie jest lokalnie skoniczony. Niech F' = (Y + X2 X) oraz F°™ = (fun, Gm)-
Mamy F°"+1) = (g, + f2, fm) i jak tatwo sprawdzi¢ deg f,, = 2™, czyli F
nie spetnia warunku 2 stwierdzenia 1.12.

Ciekawsg cecha odwzorowan lokalnie skonczonych jest ich znaczne podo-
bienstwo do endomorfizméw liniowych k™. Obrazuje to miedzy innymi po-

nizsze

Stwierdzenie 1.14. Niech F' € LF (k™). Wtedy nastepujgce warunki sq réw-

noOWaAzZNe:
1. F e GA,(k),

2. F' jest surjekcyq,
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4. JF(X) € X,
5. JF(X) # 0 jako element k"

Jesli ciato k jest algebraicznie domkniete, to powyzsze warunki sq dodatkowo
rownowazne z

6. F jest injekcyq.

Dowadd. Na poczatek zauwazmy, ze jesli ciato k jest algebraicznie domkniete,
to rownowaznos¢ warunkéw (1) i (6) zachodzi nawet bez zalozenia lokalnej
skonczonosci odwzorowania F' (zob. np. [CR]).

(1) = (2): oczywiste.

(2) = (3): Gdyby byto up(T) =p(T) - T, to p(F) o F = 0 i poniewaz F jest
surjekcja, takze p(F') = 0 - sprzecznosé z minimalnoscia jip.

(3) = (1): Niech up(T) = p(T) - T — ap, gdzie ag € k*. Wowczas p(F)o F =
ag - idgn, czyli odwzorowanie wielomianowe G := %p(F ) jest lewostronna
odwrotnoscia F'. Na mocy lematu 1.1 jest takze F' o G = idy» i F jest auto-
morfizmem.

(1) = (4), (4) = (5): oczywiste.

(5) = (3): Przypusémy, ze up(T) = p(T) - T. Wobec tego p(F)o F = 0
oraz p(F) # 0 na mocy minimalnosci wielomianu pp. Jedli teraz p(F) =
(r1,...,7,), to istnieje takie i, ze r; € k" \ {0} oraz ry(Fy,..., F,) = 0.
Wielomiany Fi, ..., F, sa wiec algebraicznie zalezne nad k. Niech w € k™
bedzie niezerowym wielomianem najnizszego stopnia, ktory spetnia waru-
nek w(Fy, ..., F,) = 0. Wowczas dla kazdego j mamy 0 = 22f(x) —

ox; &
S 2 (FY(X), ..., Fa(X)) 25 (X), ezyli (po transpozycii)
i=1 9% J
ow ow T
FOO(Z k. kY 2R R =
(—) (8X1( 1, 5 n)7 ’(9Xn( 1 ) n)) 0

Wezmy j, dla ktérego % # 0. Wtedy takze %(Fb ., Fy) # 01z powyz-
szej réwnosci dostajemy, ze JF(X) = 0. X

Uwaga 1.15. W pracy [P] rozwazana jest nastepujaca hipoteza teoriolicz-
bowa (uznawana za bardzo prawdopodobna):

Hipoteza (Bombieri, Lang). Niech k bedzie ciatem liczbowym (tzn. skori-
czonym rozszerzeniem Q). Jesli X jest rozmaitosciq ogdlnego typu okreslong
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nad k, to zbior punktow k-wymiernych na X nie jest gesty w topologii Zari-
skiego X.

Przy zatozeniu prawdziwosci powyzszej hipotezy pokazano, ze istnieje
cialo k bedace skonczonym rozszerzeniem Q oraz wielomian h € k[ X, Y], dla
ktérego odwzorowanie h : k? — k jest injektywne.

Wtedy odwzorowanie F = (h,0) € P(k?) jest injekcja, ale JF = 0.
Przyktad powyzszy moze uzasadniaé¢ konieczno$¢ dodatkowego zatozenia al-
gebraicznej domknietosci ciata k przy réwnowaznosci warunkéw od 1) do 5)
i6).

Jak wiadomo, dla endomorfizméw liniowych k™, wielomian charaktery-
styczny (niekoniecznie minimalny!) mozna otrzymac z klasycznego twierdze-
nia

Twierdzenie 1.16 (Cayley, Hamilton). Niech L : k™ — k™ bedzie odwzoro-
waniem lintowym. Wielomian charakterystyczny

p(T) = det(L - T . idkn)
spetnia warunek p(L) = 0.

Okazuje sie, ze analogiczny rezultat jest prawdziwy dla endomorfizmow
lokalnie skoniczonych - co wiecej, wielomian charakterystyczny zalezy w pew-
nym sensie tylko od czesci liniowej odwzorowania F'. Mowiacy o tym wynik
z pracy [FM] rozszerzymy na przypadek dowolnego ciata charakterystyki 0
w oparciu o nastepujacy nietrudny fakt

n

Lemat 1.17. Niech w(T) € K[T| oraz w(T) = [[(T — r;) bedzie rozkladem

i=1

w na czynniki liniowe nad k. Dla o = (o, ..., ay) € N* prayjmijmy r =
ot Wowezas dla kazdego m > 1 wielomian w™ (T) = [[ (T —r*)
|a|=m

ma wspotczynniks z K.

Dowdd. Niech o bedzie dowolna permutacja zbioru {1,...,n} oraz r, =
(To(1); -+ Tom))- Zauwazmy, ze {(ry)* : || = m} = {r* : |a| = m}, skad
11 (T — (TJ)O‘) = w™(T). Wspétezynniki wielomianu w™ (T) wyrazaja
|a|=m

sie wiec przez wielomiany niezmiennicze ze wzgledu na permutacje elemen-
tow r1,...,7r,. Wobec tego, mozna je traktowac¢ jako funkcje wielomianowe
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zmiennych sq(r), ..., s,(r), gdzie s1,...,s, - podstawowe wielomiany syme-
tryczne n zmiennych. Jednakze s;(r) € k dlai = 1,...,n na mocy wzoré6w
Viete’a dla wielomianu w(T'), co konczy dowdd. X

Twierdzenie 1.18. Niech F' € LF(k") spelnia warunek F(0) = 0 oraz przyj-
migmy d := sup deg F°™. Wowczas, jesli det (Lin(F) —T-idyn ) = ﬁ (T—mr;)

meN =1
jest rozktadem na czynniki lintowe nad k, to wielomian

p(T)= I (T-r
a €N
0<|al<d

(gdzie r® :=r{t ... .r%" ) jest charakterystyczny dla F, tzn. p(F) = 0.

Dowad. Jesli ciato k jest algebraicznie domkniete, dow6d mozna przeprowa-
dzié zupehie analogicznie jak w [FM] dla k = C. W przypadku ogdlnym
traktujemy F jako element LF (k") i dostajemy wielomian p(T) € k[T], dla
ktérego p(F) = 0. Wystarczy zatem pokazaé, ze p(T) € k[T]. Przyjmijmy
w(T') := det(Lin(F) — T - idgn) - wowezas, przy oznaczeniach lematu 1.17,

mamy p(7) = ﬁ w(T) € k[T). X
i=1

Niestety, by zastosowaé powyzsze twierdzenie nalezy wyliczy¢ (lub osza-

cowal) warto$¢ sup deg F'°™, ktéra jest skonczona na mocy stw. 1.12 ale
meN
przewaznie trudna do wyznaczenia.

Uwaga 1.19. Jesli odwzorowanie F' jest liniowe, mamy d = 1 i powyzsze
twierdzenie redukuje sie do tw. 1.16. Ogoélnie, mozna sprawdzi¢, ze wielomian
p(T) zdefiniowany w powyzszym twierdzeniu ma stopien degp = (d:") -1

Przyktad 1.20. Zalozenie F'(0) = 0 w powyzszym twierdzeniu jest istotne,
co pokazuje np. odwzorowanie afiniczne F' = (2X + 4,3Y"). Mamy bowiem
d = 1, czyli z twierdzenia 1.18: p(T) = (T — 2)(T — 3), ale p(F) # 0.
Wielomianem minimalnym dla F' jest (jak nietrudno sprawdzi¢) pp(T) =
(T — 1)(T — 2)(T — 3) = T% — 6T2 + 11T — 6.
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Rozdziat 2

Wielomian minimalny
endomorfizmu lokalnie
skonczonego

Niech k oznacza cialo charakterystyki 0. W tym rozdziale zajmiemy si¢ pro-
blemem wyznaczenia wielomianu minimalnego endomorfizmu F € LF(k").
Naszym celem bedzie wzmocnienie twierdzenia 1.18 w taki sposéb, aby:

- uzyska¢ wielomian charakterystyczny mozliwie niskiego stopnia,

- nie byto konieczne wyznaczanie wartosci d = sup deg F*°,
meN

- byto mozliwe opuszczenie warunku F'(0) = 0.
Na poczatek zbadamy, jak wielomian minimalny odwzorowania F' zalezy
od liniowej i afinicznej zmiany uktadu wspotrzednych.

Lemat 2.1. Niech F' € LF, (k). Wéwczas:
1. jesli L € GL,(k), to pipopor-1 = pir,
2. ]eélz A€ Afn(k), to HAcFoA-1 = NWW(/LF(T),T — 1)

Dowad. 1. Poniewaz L jest liniowe, mamy réwnosci
pr(LoFoL™) =% piLoF*oL™ = L(}_ p;F*'oL™") = Lopup(F)oL™" = 0,
i=0 i=0

skad Lo F o L™ € LF,, (k) oraz piropor—1|pr. Analogicznie ze zwiazku
F=L"1 0(LoFolL™)oL uzyskujemy pp|itropor-1-
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2. Niech A(X) = L.X + b, gdzie L € GL,(k), b € k. Zauwazmy, ze

d
pr(Ao Fo AT(X)) =3 pi(Lo F7 o A7H(X) +1b) =
—Lopur(F) o A7NX) + (X p) b =p(1) b

Zatem jesli (T — 1)|up(T), to pp(Ao F o A™') = 0. W przeciwnym
razie pp(Ao F o A7) # 0 ale wielomian p(T) = (T — 1)ur(T) spelnia
warunki p(F') = 0 oraz p(1) =0, skad p(Ao F o A™1) = 0. X

Powyzszy lemat pozwala w oparciu o tw. 1.18 znalez¢ wielomian charak-
terystyczny dla odwzorowan posiadajacych punkt staly (niekoniecznie 0).

Whiosek 2.2. Niech F' € LF, (k) bedzie takie, Ze F(a) = a dla pewnego
a= (ay,...,a,) € k. Wowczas dla ¢ = (X1 — ay,...,X, — a,) € Af,(k)
jest oo F o p™1(0) =0 oraz pp = NWW (pigopop-1,T — 1),

2.1 Formula na wielomian charakterystyczny

Rozpoczniemy od nastepujacego wzmocnienia twierdzenia 1.18.

Twierdzenie 2.3. Niech F' € LF(k") spelnia warunek F(0) = 0 oraz przyj-

migmy d 1= supN deg F°™. Jesli wielomian minimalny czesci liniowej F ma
me

postac iy (T) = 11 (T —1;), gdzie r; € k oraz s < n, to wielomian
i=1

0<|a|<d

Qg

% oraz |a| = a3 + ...+ ;s dla o € N°) spelnia

(przy czym r® =r{* - ... -r
warunek p(F) = 0.

Dla potrzeb dowodu przypomnimy pojecie potegi symetrycznej przestrze-
ni wektorowej. Niech E bedzie przestrzenig wektorows skonczonego wymiaru
nad k oraz m > 0. Przez m-ta potege symetryczna E rozumiemy jedyna
(z doktadnoscia do izomorfizmu) przestrzen wektorowa Sym™ E wraz z od-
wzorowaniem m-liniowym s : E™ — Sym™ E majacg wlasno$¢ faktoryzacji
m-liniowych odwzorowan symetrycznych z przestrzeni E. Innymi stowy, je-
sli F' jest dowolng przestrzenig wektorowa skonczonego wymiaru nad k oraz
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¢ : B — F odwzorowaniem m-liniowym, to istnieje doktadnie jedno od-
wzorowanie liniowe Ly : Sym™ E — F' dla ktérego Ly o s = ¢.

Twierdzenie 2.3 dowodzimy analogicznie jak tw. 1.18 w pracy [FM]. Nie-
trudno zauwazy¢, ze uzyskamy teze, jesli pokazemy udowodniony tam lemat
1.1 w nastepujacej wersji:

Lemat 2.4. Niech E bedzie przestrzenig wektorowq skonczonego wymiaru
nad k oraz L endomorfizmem liniowym E. Jesli wielomian minimalny L ma

postaé pup(T) = ﬁ (T —r;) gdzie r; € k, to wielomian p(T) = [[ (T —r®)
i=1
|a|=m

spetnia warunek p(Sym™ L) = 0.

Dowdéd. Rozwazamy odwzorowanie L jako endomorfizm liniowy przestrzeni
_ _ t

E=FE®k Jesli u (T) = [1(T —r;)", gdzie r; # rj dla i # j, to w pewnej

1=

bazie przestrzeni F, L ma macierz w postaci Jordana:

[ ']1,1 0 0 1
0 J1’2 0 e 0
0 Ji;, O
0 Jo1 O
0 ce 0 Jt,lt—l 0
i 0 A 0 Jt,lt
gdzie ) ]
r, 1 0 0
o rn 1 ... 0
L O e O O T ]
jest macierzg kwadratowsg o wymiarach co najwyzej w; x w; dlai=1,...,t.

Poniewaz na mocy lematu 2.1 wielomian charakterystyczny nie zalezy od li-
niowej zmiany zmiennych, bedziemy rozwazaé L w powyzszej bazie. Oznacz-

my podprzestrzen niezmienniczg L zwigzang z macierzg J; ; przez F; ;, na-
tomiast jej baze przez el . .., ez(};;jj). Przestrzenn Sym™ E ma rozktad na pod-
2

tmsJm

przestrzenie niezmiennicze wzgledem Sym™ L, ktére s postaci E;, j, -

gdzie 1 <4 < ... < i, < toraz j, <; dlak =1,...,m. Baz¢ kazdej z
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takich podprzestrzeni stanowia ,jednomiany” e,fll’jl) e e,(f;"’jm) (przy czym

ki < wiy sy km < wi, ), ktére mozemy uporzadkowaé leksykograficz-
nie wzgledem ciagu (ki, ..., k). W tak uporzadkowanej bazie zacie$nienie
odwzorowania Sym™ L do E;, j, --- E

im,jm Ma macierz trojkatng gorng wy-
tacznie z elementami 7 := r; - ...-7; na przekatnej - wielomian charak-
terystyczny tego zaciesnienia jest wiec postaci pg, j),...imigm) (1) = (T —
7)dim By gy Eimim . Dowéd lematu bedzie zakoniczony jesli pokazemy, ze dla do-

wolnych i1, j1, - . ., im, jm wielomian p(T) = [] (T'—r®) jest podzielny przez
|a)|=m

D1 j1)ss(imien) (). Zauwazmy, ze powyzszy warunek zalezy tylko od tych pod-

przestrzeni E;,_;, , ktore maja najwiekszy wymiar (réwny wy) spoérod E;, .

W dalszym ciagu zaktadamy wiec, ze jp =l = 1 dlak =1,...,t 1 pomijamy
w zapisie indeks ji. Przeprowadzimy dowod indukcyjny ze wzgledu na stopien
t

potegi symetrycznej m. Dlam = 1 jest [[(T—r;)" = pr(T) = [] (T —r).

i=1 la|=1
Niech zatem m > 1 oraz 1 < 43 < ... < 4, < t. Mozemy zalozy¢, ze
{i1, ... im} ={1L,..., I} oraz doktadnie k, sposrdd liczb iy, . .., i, jest réw-
, ) = (dimEp, +k, — 1
nych I, dlau=1,...,s. Wowczas dim F;, - -+ F;,, = H I ,
u=1 u

gdyz baze przestrzeni E;, ---LE; stanowia ,jednomiany” ej::-e,,, w kto-
rych ky ,zmiennych” pochodzi z bazy Ey,, ke z bazy Ep,, itd. Zauwazmy,
ze analogiczne rozumowanie pokazuje, iz czynnik (7" — 7y - ... -7 ) Wy-
stepuje w iloczynie [[ (T' — r®) co najmniej dim E;, - - - Ej,, razy - zatem

|al=m

Diyim (T)|p(T). Wobec powyzszego, p((Symm L) ElEm) = 0 dla dowol-

nych 1 < i < ... < iy, < ¢, skad p(Sym™ L) = 0. Pozostaje wykazac,
ze p(T') € K[T'] - wynika to z lematu 1.17 zastosowanego do wielomianu

Whniosek 2.5. Niech F' € LF(k™) spelnia warunki Lin(F) = idx» oraz
F(0) = 0. Jesli d := sup deg F°™, to dla p(T) = (T — 1)¢ mamy p(F) = 0.

meN
Uwaga 2.6. Niech F' € P(k"). Wowczas
+oo

F e LF(k") & #( |J mon Fm) < 400,

m=0

przy czym monG := | JmonG; dla G = (G4,...,G,).

i=1
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Dowdd. (=): Na mocy 1.12 mamy d := sup deg F°™ < +oo. Dla kazdego m
meN

jest zatem mon F° C {X“ : |a| < d}, skad #( U mon F°") < #{a € N" :
m=0
d
la| < d} = ( +”> < +oo.

(«<): Niech § := {a € N" : X* € U mon F°™}. Z zalozenia zbiér S jest

skonczony, istnieje zatem d := max |a] Latwo widaé, ze wtedy sup deg F°" =
meN
d < +o0. X

Definicja 2.7. Niech F,G € P(k"). Powiemy, ze F jest prostszy niz G
(ozn. F' < @), jesli dla kazdego m > 1 oraz ¢ = 1,...,n zachodzi warunek
X € mon(F°™); = coefxa(FM); = coefga(Gom),.

Lemat 2.8. Niech F' € P(k") oraz G € LF(k"). Jesli F' < G, to F €
LF (k™) oraz pp|ug.

Dowdd. 7 warunku F' < G dostajemy mon F°™ C mon G°™, czyli na mocy
poprzedniej uwagi F' € LF (k™). Pokazemy, ze pug(F') = 0. Rozpiszmy réwnosé
pe(G) = 0 jako uktad réwnan liniowych na wspoétezynnikach jednomianéw,

d
tzn. jeshi pa(T) = > pmT™, to ua(G) = 0 jest rébwnowazne
m=0

d 400
> pmcoefxa(G); =0, dlai=1,...,noraz X* € (J mon(G");
m=0 m=0
Poniewaz dla i = 1,...,n mamy coef xo ug(F') Z Pm coef xa (F°™); =
4 m=0
> pmcoefxa(GT™); = 0, wiee pe(F) =0, a stad pp|pc. X

m=0

Whiosek 2.9. Jesli F' € LF(k™) oraz F(0) = 0, to firin(r)|ptr-
Dowdd. Mamy Lin(F°™) = (Lin F)°™, zatem Lin(F) < F. X

Stwierdzenie 2.10. Niech A € P(k™) bedzie odwzorowaniem liniowym oraz
fl(&) = A.X +0b, gdzie b € K". Wowczas

pi(T) € {pa(T), (T — 1)pa(T)}
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Dowdéd. Zauwazmy, ze Aem X = Aom X 4+ A°m=D p 4 4 Ab+ D Stad

A < A i poniewaz A € LF(k"), na mocy lematu 2.8 dostajemy palu .
d

Pozostaje pokaza¢, ze p(T) = (T—1)pa(T) = (I'—1) > p;T" spelnia warunek

i=0
p(A) =0 (przy czym pg = 1). Jednakze

P(A)(X) = paA™D(X) + zdg(pi_l — ) A(X) = poX =
(A"(d“) X+ jél_"d.b oAb+ b)+
+Z (o1 — p) (A% X + AV bt 4 Ab+b) — poX =
a4 X 4 A

d

+> ((pz‘—1 —pi) A" X + pz’—le(ifl)‘b) —poX =
i

dt+1

- sz 1A01 X + ZP@AOZ b— ZPZAOZ X -

=1 =0 =0

= (1a(A) 0 A).X + pa(A).b — pa(A).X =0,
gdyz pa(A) = 0. =

Przyklad 2.11. Powyzsze stwierdzenie nie jest prawdziwe dla odwzorowan
nieliniowych, obrazuja to m.in. nastepujace przyktady:

1) Niech F = (2X,Y + X?) € LF(k?) oraz F' = (2X +1,Y 4 X?). Jak latwo
sprawdzi¢ (np. przy pomocy lematu 2.12): pp(7T) = (T — 1)(T — 2)(T — 8)
oraz 117(T) = (T = 1)(T = )up(T).

2) Niech F = (X, Y+ X3)o(V, X)o (X, Y = X3) = (Y — X3 X+ (Y — X?)3).
Poniewaz F°? = idy2, mamy pp(T) = T? — 1. Jednocze$nie odwzorowanie

F=(X+1Y)oF=(Y -X*+1,X+ (Y — X?)?)

nie jest nawet lokalnie skonczone, gdyz jak nietrudno sprawdzi¢ indukcyjnie
deg F°m > 9.2~ L dla m > 1.

Twierdzenie 2.12. Niech F' € LF(k") oraz o € N". Zalézmy, Ze czesé
liniowa F jest izomorfizmem diagonalnym, tzn. Lin(F) = (mXy,...,mX,) €
Diag,, (k) oraz []r; # 0. Jesli dla nieskoriczenie wielu m > 1 jest X €

i=1
mon F°, to (T — r®)|up(T).
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Dowdd. Niech X* € mon(F°™); dla nieskonczenie wielu m. Zdefiniujmy dwa
ciagi uy 1= coef xo(F°mR); oraz v), = coef xo (34 F{jl .. FPo XP €
mon(F°m+k)),\ {X*}). Poniewaz F jest lokalnie skoriczone, nietrudno poka-
zaé, ze powyzsze ciagi spetniaja pewne rekurencje liniowe. Ponadto na mocy

d
twierdzenia 1.3 mamy F°" = Zs?”qj(m), gdzie s; € k oraz q;(t) € k)
j=1

d
dlaj =1,...,d- zatem réwnicz v, = s5¢;(k) przy pewnych g;(t) € kI"/[¢].
=1

Wspbtezynnik przy X w FO" ) wyraza sie wzorem u; = r%ugy + vy oraz
ogolnie dla k > 1:

k=1
u, = U1 + vp—1 = (r*)fug + > (r*) 1y,
7=0

Dzigki formule na v, oraz r® # 0 dostajemy réwnos$é u, = (r®)kq(k) +

9_, s*q;(k) dla pewnych q(t),g;(t) € k"[t]. Jesli s; # r*, to rozwazajac
powyzszg réwnosé w rozszerzeniu Q o wspotezynniki ¢, g; (traktowanym jako

podciato C) wida¢, ze nie mozna wyrazi¢ sktadnika (r%)*q(k) przez sume
d

> s;?(jj(k) dla nieskonczenie wielu k. Wobec tego z twierdzenia 1.3 musi by¢

j=1

(T — )|y, ale jak tatwo sprawdzié¢ pu,|pp, co koniczy dowdd. X

Przypusémy, ze F' € LF, (k) oraz odwzorowanie Lin(F') jest diagonalizo-
walne, tzn. istnieje takie @ € GL,(k), ze Q o Lin(F) o Q= € Diag, (k). Z
lematu 2.1 dostajemy réwnoS¢ pp = pgor.g-1 1 powyzsze twierdzenie moze-
my zastosowaé¢ do odwzorowania Qo FoQ ™!, otrzymujac czynniki wielomianu
minimalnego fip.

Jesli dodatkowo F'(0) = 0, to twierdzenie 2.18 pozwala uzyska¢ wielomian
charakterystyczny p(7') dla F' - mamy wiec

1T (T =X | ur(T) | p(T)
aEM
gdzie M = {a € N"|#{m : X* € mon FF°"} = co}.

Warto rowniez zauwazy¢, ze jesli ciato k jest algebraicznie domkniete, to
odwzorowanie L € GL, (k) jest diagonalizowalne < L jest potproste (tzn.
wielomian minimalny L nie ma czynnikéw wielokrotnych). W tym przypad-
ku powyzsze postepowanie mozna stosowaé o ile tylko czesé liniowa F' jest
potprosta.
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2.2  Wielomian minimalny automorfizmu tréj-
katnego

W tym podrozdziale wyznaczamy explicite wielomian minimalny dla pewne;j
klasy automorfizmoéow tréjkatnych k™, tzn. odwzorowan postaci:

F=(X1+4 G, Xz + Go(X1), .., X + Gu(Xy, o, X))

gdzie G; € k[X7, ..., X;_1]. Nietrudno sprawdzié, ze kazdy automorfizm tréj-
katny jest odwzorowaniem lokalnie skoniczonym. Na mocy poprzednich uwag
mamy réwniez, ze pp(T) = (T — 1)*, dla pewnego k > 1. Istotnie, jesli
F(0) =0, to up(T) = (T — 1)¥ na mocy tw. 1.18. W przeciwnym wypadku
wystarczy rozwazy¢ odwzorowanie tréjkatne F : k"1 — k"1 dane wzorem

F(Z, Xy, ., Xo) = (2, FA(X) + (Z = DFL(0),..., Fa(X) + (Z = 1)F,(0))

i zauwazy¢, ze ]:i(l,X) = (1, F(X)). Stad, na mocy lematu 2.8, otrzymujemy

prlpz = (T—1)*. W ponizszym twierdzeniu podajemy bezposrednia formute

na wyktadnik k, omijajac klopotliwe wyznaczanie liczby d = sup deg F°™
meN
oraz zaltozenie F'(0) = 0.

Twierdzenie 2.13. Niech F' = (Fy,..., F,) bedzie automorfizmem tréjkqt-
nym przestrzeni K" takim, ze F; = X; + Gi(X4, ..., X;_1). Dla i > 1 zdefi-
niujmy

1, Gl - O,

2, Gi e k7,
w; = i—1

2 +X“I€1’1H?Z)>I<1Gijzlaj(wj - ].), Gl g k.

Wowczas wielomian
pT) = (T — 1ymextonean)

spetnia warunek p(F) = 0. Jesli ponadto dla kazdego i > 1 zachodzi jeden
i—1

z warunkéw: G; € k lub zbior {X* € monG; : Y aj(w; — 1) = w;} jest
j=1

jednoelementowy, to p(T) = pup(T).

Dowdd (por. [Z1] dla n = 3). Przeprowadzimy dow6d indukeyjny ze wzgle-
du na liczbe zmiennych n. Dla n =1 jest F' = X; 4+ G; oraz

T—-1, Gy =0

wM={ G0 =T
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Zaloézmy teraz, ze n > 1. Jak tatwo sprawdzi¢, mamy

m—1

(Fo™) = Xn+ > Gu((F™)1, -, (F*)n1)

Jesli G, € k, postepujemy analogicznie jak dla n = 1. Wezmy zatem niestaly
jednomian X € mon G, i rozwazmy ciag us = (F°%)® := (F°*){ ... (F°%)p"1",
gdzie o = (ov,...,,—1). Poniewaz kazde z odwzorowan (Fi,...,F;) dla
Jj < n jest tréjkatne o mniejszej liczbie zmiennych, z zatozenia indukcyjnego
tatwo dostajemy, ze pup,(T) = (T'—1)*7, dla j = 1,...,n — 1. Ciagi (F°");

w;—1

sa zatem unipotentne i zgodnie z tw. 1.3 mamy (F°™); Z q mi, przy

czym q € kI" oraz qw 1 #0dlaj=1,...,n—1. Wobec tego

j=1 " i=0 i=0
n—1 1 1

gdzie w = Y a;j(w; — 1). Poniewaz g, = q,ful)_l : qg; 1 # 0, oznacza to,
j=1

ze (T — 1) jest wielomianem minimalnym ciagu u,. Ciag v, := G, (u,) =
Gn((FOS)l, e (Fos)n—l) ma wigc wielomian charakterystyczny (7' — 1)1%

n—1
gdzie w = o lax Jz::l a;j(w; — 1). Ostatecznie dostajemy
m—1 m—1 w w m— 14w
(F7")n = Xn + 3 Galus) = Xy ZZ = Xat ) a Z @is'
5=0 s=0 i=0 i=0  s=0 =0

przy pewnych § € kI, Wobec tego (T" — 1)+ jest wielomianem cha-
rakterystycznym dla (F°™),. Jedli warto$é w jest osiagana tylko dla jed-
nego jednomianu X® € monG,, to u, = (T — 1)'*% oraz ¢z # 0, skad
ppemy, = (T = 1)F0 = (T = 1)*n. X

2.3 Przypadek dwuwymiarowy

W tym podrozdziale podamy oszacowanie stopnia wielomianu minimalne-
go dla endomorfizmu F' € P(k?). Rozpoczniemy od przypadku, gdy F jest
automorfizmem. Ponizsze klasyczne twierdzenie (zob. [Ku]) jest kluczowym
faktem dotyczacym struktury grupy GAs(k).
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Twierdzenie 2.14 (Jung, van der Kulk). Niech k bedzie cialem. Wowczas
grupa GAs(k) jest produktem wolnym swoich podgrup Tro(k) i Afy(k) amal-
gamowanym nad ich przecieciem, tzn. kazdy element F € GAy(k) mozna
przedstawié w postaci

F=A0T0A50...0T, 10A,

przy czym Ay, A, € Afa(k), Ay, ...  Apq € Afy(k)\Tra(k) oraz Ty, ..., T, €
Tro(k) \ Afa(k). Co wigcej, jesli F = Ay oT]o...oT/ oAl jest innym
przedstawieniem spetniajgcym powyzsze warunki, tom = n oraz A} = Aj0¢y,
T = ¢; 0T ogiy i A! = ¢ o A, dla pewnych ¢, ..., ¢, € Tro(k)NAfy (k).

7

Z powyzszego twierdzenia wynika natychmiast réwno$é GAs (k) = TA,(k)
oraz wiele faktéw dotyczacych grupy automorfizméw algebry k[X, Y] (na-
wet zupekie niealgebraicznych”, zob. np. [FMi]). W szczegdlnosci, jesli
F = (F,F;) € GA,(k), to deg Fy|deg Fy lub deg Fy| deg F. Warto tutaj
zauwazy¢, ze struktura grupy GA, (k) (a nawet TA,(k)) dla n > 3 jest w
dalszym ciggu nieznana - o jej skomplikowaniu moze swiadczy¢ nastepujacy
wynik z [Ka2]:

Twierdzenie. Nie istnieje automorfizm rozkladalny F = (Fy, Fy, F3) prze-
strzeni C3, dla ktérego (deg Fy,deg Iy, deg F3) = (3,4,5).

Z drugiej strony, mozna takze pokazac

Twierdzenie ([Z3]). Niech 0 < a < b bedg liczbami naturalnymi. Wéwczas
istnieje takie co = co(a,b), Ze dla dowolnej liczby ¢ > ¢y znajdziemy automor-
fizm F = (Fy, Fy, F3) € TA3(k) spelniajocy warunek (deg Fy, deg Fy, deg F3) =
(a,b,c).

Jako wniosek z twierdzenia Junga-van der Kulka w pracy [F1] przedsta-
wiono nastepujaca prosta charakteryzacje automorfizméw lokalnie skonczo-
nych ptaszczyzny:

Twierdzenie 2.15. Niech F' € GAy(k). Wowczas nastepujace warunki sq
rownowazne:

1. F e LF(K?),

2. deg(F o F) <degF,
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3. deg F° < deg F', dla kazdego m > 2,

4. istnieje automorfizm tréjkgtny G, tzn. G = (aX + ¢,bY + p(X)), gdzie
a,b € k*, c € k, p(X) € k[X] oraz p € GAy(k) takie, ze F = poGop~!.
Przyktad 2.16. Warto zauwazy¢, ze w przypadku n > 3 nie ma tak prostej

charakteryzacji automorfizméw lokalnie skoniczonych. Rozwazmy nastepujacy
przyktad:

FX,)Y,2)=(X, Y, Z+Y)o (X +(Z-Y) =YY + 2% 7)

GX,Y,Z)=(X+Y*(Y - Z**Y + 7% Z)

Wowcezas deg F' = deg G = 6, deg F°? = deg G°? = 6, deg F°* = deg G** = 8
a mimo to F nie jest lokalnie skoriczone, podczas gdy G - jest (jako trojkatne).

Wykorzystujac twierdzenie 2.15, w pracy [FM] uzyskano nastepujace

Twierdzenie 2.17. Niech F € LF(k?) oraz F(0) = 0. Wéwczas deg pur <
1+ deg F.

Latwo sie przekonaé, ze zatozenie F'(0) = 0 w powyzszym twierdzeniu jest
istotne - w tym celu rozwazmy przyktad F = (2X + 1,3Y + X?) € LF(k?).
d-1
d\
Oczywidcie F** = (4X +3,9Y + (3 +29) X + " ( >2JXJ> i nietrudno

— \J
sprawdzié¢, ze jednomiany X7 wystepuja we wszysjtkich kolejnych iteracjach
F. Na mocy twierdzenia 2.12 mamy (T — 27)|up(T) dla j = 0,...,d oraz
(T = 3)|ur(T), skad deg up(T) > 2 + deg F' (w istocie pup(T) = (T — 3)(T —
(T —=2)-...- (T —29)).

Jak sie okazuje, w przypadku ogdlnym prawdziwe jest nastepujace osza-
cowanie.

Twierdzenie 2.18. Niech F' € LF(k?®). Wéwczas deg up < 2 + deg F.

Powyzszy wynik uzyskamy nasladujac dowdd twierdzenia 2.17 w [FM].
Najpierw pokazemy

Lemat 2.19. Niech F = (aX +¢,bY +r(X)) bedzie automorfizmem trojkqt-
nym k2. Jesli degr = d, to wielomian

p(T) = (T —1)(T —b)(T —a)(T —a?®)-...- (T —a%

jest podzielny przez pup(T), tzn. p(F) = 0.
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Dowdd. Zalézmy najpierw, ze elementy 1,b,a,a?,...,a% sa parami rozne.

Pokazemy, ze ciag u,, := F°™ jest polprosty (jego wielomian minimalny nie
d

ma czynnikow wielokrotnych) oraz w,, = qo + @b™ + Zq,-aim. Na mocy
=1

d
twierdzenia 1.3 wielomian p(7) = (T — 1)( H ") bedzie wtedy
spetial warunek p(u) = 0, skad p(F') = 0. -
Zauwazmy, ze jesli a # 1, to dla dowolnego m > 1 mamy
m—1

o me bmls s(X ¢ o ¢
) a— 1 +Sz% (a*( +a—1) a—l))

FW%:@WX+G_1

d .
. _xd i o8y} _ (0 S S |
Jesli r(X) = Yo riX', to r((F)y) = Zﬁ(a (X + a—l) a— 1) -

d i/ d
> Z a’* (X + ¢ ) ( ¢ ) = Z?’ia“, dla pewnych 7; € k[X].
; a—1 a—1 e
m—1 pm — m
Wobec tego (F°™), = b"Y + > o™ —* Zﬂ = me+Z rzbi
s=0 =0 o
tylko b # a', i = 0, 1,...,d. Ostatecznie otrzymujemy

, jesli

R PR f
"b—a = b —

co koniczy dowédd przy zalozeniu, ze 1,b,a, ..., a sa parami rozne.

Aby dowieéé przypadku ogdlnego, utozsamiamy odwzorowanie F' = (a.X +

¢, bY—i—Z r;X;) z punktem (a,b, ¢, 1o, ..., 7q) € k% Wowczas automorfizmy
i=0
trojkatne odpowiadaja zbiorowi otwartemu U = {(a,b,c,r;) € k¥ : ab #

0}. Powyzej pokazalidmy, ze dla kazdego d odwzorowanie wielomianowe

p:USF=(a,b,ec,rg,...,rq) — p(F) ek

d

jest zerowe na zbiorze {(a,b,c,r;) € U : (1 —b) [J(1 — )b — a') # 0).
i=1

Zbidér ten jest gesty w topologii Zariskiego U, zatem odwzorowanie p jest

tozsamosciowo réwne zeru - wielomian p(T') z tezy twierdzenia jest wiec cha-
rakterystyczny dla dowolnego automorfizmu trojkatnego. X

Dowdd twierdzenia 2.18. Przypadek 1: F' jest automorfizmem. Korzystajac
z lematu 4.1 w [FM], odwzorowanie F' mozemy zapisaé¢ jako F = poGop™!,
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gdzie G = (aX + ¢,bY 4+ p(X)) € Tra(k), ¢ € GAy(k) oraz degF =

deg G- (deg )?. Przyjmijmy deg G = d, deg ¢ = e oraz (bez straty ogdlnosci)
d
¢(0) = 0. Na mocy lematu, p(T) = (T — 1)(T — b) [[(T — a*) jest wielo-
i=1
mianem charakterystycznym ciggu G°™, czyli réwniez ciggu u,, = G oL
d

Wobec tego un, = go+q@b™+> ¢;a™, dla pewnych qo, gy, q1, - - -, qa € K[ X, Y]
i=1

Podobnie jak w dowodzie lematu mozemy zalozy¢, ze 1,b,a,...,a% sa roz-

ne miedzy soba. Wtedy ciag u,, jest potprosty i poniewaz F°™ = p(u,,),

wielomian charakterystyczny dla F' jest postaci

q(T) — (T _ 1) . H (T _ bjoaj1+2j2+-‘.+djd)

Jo+...+ja<e

Analogicznie jak w [FM] pokazujemy, ze #{b0a/t 2zt +dia : jo 45+ 444 <
e} < #{b%a' : k+dl < e} skad degq(T) < 1+ (1+d) = 2+ d. Tym bardziej
wiec deg up < 2 +d.

Przypadek 2: F' nie jest automorfizmem. Na mocy stwierdzenia 1.14 mamy
JF = 01 twierdzenie 1.4 z pracy [No2] méwi, ze istnieja wtedy h € k[X,Y]
oraz u,v € k[T, dla ktérych Fy = u(h) i Fp = v(h). Jedli deg F' = d, to
degu < d, degv < d; mozemy takze zalozyé¢, ze h(0,0) = 0 oraz u - v € k.
Rozwazmy odwzorowanie L(T) = h(u(T),v(T)) € k[T] i zauwazmy, ze
Fo(u,v) = (u,v) o L°™. Wobec tego deg [ (u,v) = max{degu,degv} -

(deg L)™ ale jednoczesnie sup deg F°™ < +o00, czyli musi by¢ deg L < 1, tzn.
meN

L(T) = aT + b dla pewnych a,b € k. Poniewaz F°"+) = (u,v) o L°™(h) =

d
(u,v)o0 (am(h+ by — %), dostajemy réwnosé F°™ ™) =3~ g;a™ dla pew-
i=0

d
nych ¢; € k[X,Y]. Zatem [[(T — a’) jest wielomianem charakterystycznym
i=0
d
ciggu F°m 1. Ale wtedy p(T) = T [[(T — a') spelnia warunek p(F) = 0,
i=0
skad deg up < degp =2+ d. X

Uwaga 2.20. Postepujac analogicznie jak w dowodzie Przypadku 2, mozemy
dla odwzorowania F' € P(k?) o zerowym jakobianie uzyska¢ réownowaznosé
nastepujacych warunkow:

1. F € LF(K?),
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2. deg(FoF)<degkF,
3. deg F°™ < deg F' dla kazdego m > 2.

Na koniec udowodnimy, ze w przypadku n = 2 warunki od 1) do 6)
stwierdzenia 1.14 sa réwnowazne (bez zalozenia algebraicznej domknietosci
ciala k). Doktadniej, pokazemy

Stwierdzenie 2.21. Jesli F € LF(k?), to
JF # 0 & F jest injekcjq.

Dowdd. Jesli JF # 0, to na mocy stw. 1.14 otrzymujemy, ze F' € GAy(k) -
czyli w szczegolnosci F jest injekcja.

Niech zatem JF' = 0. Wowczas F' = (u(h),v(h)) dla pewnych u,v € k[T],
h € k[X,Y] (zob. [No2|). Poniewaz F jest lokalnie skonczone, dostajemy
rowniez, ze L(T) := h(u(T),v(T")) = aT + b, gdzie a,b € k.

Przypusémy, ze F' jest injektywne, czyli h rowniez jest injekcja. Gdyby
byto a = 0, to F o F = (u,v) o L(h) = (u(b),v(b)) = const, czyli F' nie
jest injekcja - sprzeczno$¢. Wobec tego a # 0 i L jest izomorfizmem, czyli
h jest surjekcja, a wiec takze bijekcja. Mamy zatem réownosé (u(7T),v(T)) =
h=Y(aT + 1), czyli odwzorowanie (u,v) : k — k? jest bijektywne. Jednakze
wtedy #k = #(u,v) '({z} x k) < #u~(z) < 400 - co daje sprzecznosé z
tym, ze k jest ciatem charakterystyki 0 (a wiec nieskoniczonym). X
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Rozdziat 3

Grupa generowana przez
automorfizmy lokalnie
skonczone

W niniejszym rozdziale rozwazamy podgrupe (GA, (k), o) generowana przez
automorfizmy lokalnie skonczone k™. Rozpoczniemy od nastepujacej nietrud-
nej obserwacji.

Uwaga 3.1. Niech F' € P(k™). Wéwczas

F € LF(k") < Vo € GA,(k) : supdeg(po F oo 1™ < 400

meN

Dowéd. (=): Na mocy stwierdzenia 1.12 mamy d := sup deg F°" < +o0.
meN

Poniewaz dla dowolnego ¢ € GA,, (k) jest (po F o ) = po F"op!,
tatwo dostajemy wspdlne ograniczenie deg(poFop™1)°™ < d-deg p-deg(p™!).
(«<): Wystarczy wzia¢ ¢ = idg» aby otrzymaé¢ warunek 2 stwierdzenia 1.12.

X

Definicja 3.2. Niech k bedzie ciatem charakterystyki 0 oraz n € N. Defi-
niujemy GF,, (k) jako zbior zawierajacy ztozenia skonczonej liczby automor-
fizmow lokalnie skoniczonych, tzn.:

GFn(k) = {F(l) 0...0 F(S) : F(i) S LF(kn), JF@(X) ck*dlai=1,... ,S}
Ciekawa wtasnos¢ tego zbioru prezentuje

Stwierdzenie 3.3. Dla dowolnego n € N zbior GF, (k) jest podgrupg nor-
malng w GA, (k).
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Dowdéd (por. [Z2]). Oczywiscie idg» € LF(k™) N GA,, (k) C GF, (k) oraz jesli
F,G € GF,(k), to takze F'oG € GF, (k). Pokazemy, ze jesli I’ = Fjo...oF; €
GF,(k), to F~' € GF,(k). Na mocy stwierdzenia 1.14 mamy F; € GA, (k) i
poniewaz F~!' = Flo.. .oF ! wystarczy dowieéé, ze F; ' € LF (k™). Ale jedli
p(T) jest wielomianem charakterystycznym dla Fj, to ¢(T) = T9Pp(1/T)
ma whasnosé ¢(F;, ') = 0. Stad wniosek, ze GF,,(k) jest grupa.

Niech ¢ € GA, (k). Poniewaz po Fopt=poFoplto...opoF,op
wystarczy pokazaé, ze o Fyop~1 € LF(k™). Wynika to natychmiast z uwagi
3.1 i stwierdzenia 1.12. X

Uwaga 3.4. Dla dowolnego ciata k zachodza rownosci:
1) GFy(k) = GA4(k),

Dowdd. 1) Wiadomo, ze GA; = {aX +b : a € k*,b € k} = Af;, wiec
Af, Cc LF; C GF; € GA, = Af;.

2) Na mocy twierdzenia Junga-van der Kulka (tw. 2.14) mamy GAy = TA,; =
(GLy, EA,). Poniewaz GLy(k), EAy(k) C LF(k?) N GAy(k) otrzymujemy, ze
GFy; C GA, C (LF(k?) N GA,) C GF,. X

W przypadku n > 3 sytuacja jest znacznie bardziej skomplikowana.
Dopiero w 2003 roku (po ponad 30 latach) Shestakov i Umirbaev (zob.
[SU1J,[SU2]) udowodnili hipoteze Nagaty, wedtug ktérej automorfizm

NX,)Y,2)=(X —-2Y(XZ+Y?) - Z(XZ+Y*2 Y + Z(XZ +Y?),2)

nie jest rozktadalny, tzn. nie da sie przedstawi¢ jako ztozenie automorfizméow
elementarnych i afinicznych k? (tutaj k oznacza ciato algebraicznie domknigte
charakterystyki 0). Jak tatwo sprawdzi¢, odwzorowanie N jest jednak lokalnie

skoniczone (np. na mocy tego, ze spelnia warunek sup deg N = 5 albo z
meN

twierdzenia 4.5 w nastepnym rozdziale). Przyklad ten, wraz ze stwierdzeniem
3.3 oraz ostatnig uwaga pokazuje, ze automorfizmy lokalnie skonczone moga
tworzy¢ zbiér generatoréw grupy GA,,. Postawmy zatem hipoteze

Hipoteza 3.5. Niech k bedzie ciatem charakterystyki 0. Dla dowolnegon > 3
zachodzi rownosé GF, (k) = GA, (k).

W pracy [MP] rozwazano (dla k = C) klase odwzorowan bedaca rozsze-
rzeniem LF(k™): odwzorowania, dla ktorych istnieje taki szereg p(T") € C[[T1],
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ze p(F') = 0 1 pokazano, ze hipoteza analogiczna do 3.5 jest prawdziwa dla
tej klasy. Kolejne uogélnienie klasy odwzorowan lokalnie skonczonych zapre-
zentowano w [F2].

3.1 Wtlasnosci podgrup normalnych GA, (k)

W dalszej czedci tego rozdziatu zaktadamy, ze n > 3. Jedli hipoteza 3.5 nie jest
prawdziwa, to GF,, (k) jest wlasciwa podgrupa normalna GA, (k). Zajmie-
my si¢ teraz badaniem takich podgrup, podamy rowniez kilka przyktadow.
Poniewaz odwzorowanie Jac : GA, (k) 2 F — JF(X) € k* jest epimorfi-
zmem grup, natychmiastowym przyktadem wtasciwej podgrupy normalnej w
GA, (k) jest

SA, (k) = ker Jac = {F € GA,(k) : JF(X) = 1}

nazywana specjalng grupa automorfizmoéow k™.

Ogodlnie, jesli G jest podgrupa GA, (k) zas H podgrupa k* (z koniecz-
nosci normalng, gdyz mnozenie w k jest przemienne), mozemy zdefiniowaé
podgrupe

G":=GNnJac Y (H)={F €G:JF(X)cH}
(w ten sposéb np. SA, (k) = GA,(k)"}). Whasnosci podgrup tej postaci
przedstawia

Stwierdzenie 3.6. Niech G bedzie podgrupg GA,, (k) oraz H podgrupg k*.
Wtedy

1. G™ jest podgrupg normalng w G,
2. jesli G jest normalna w GA,(k), to G™ réwniez,

3. jesli G D SA,(k), to G = GA, (k)Y dla G = Jac(G) - w szczegdlnosci
G jest normalna w GA, (k).

Dowéd. 1. Wprost z definicji G™ jest podgrupa G. Jedli F € G™ oraz ¢ € G,
topoFopteGoraz J(poFop ™) =Jp-JF-(Jo)t =JF € H.

2. Dowod analogiczny jak w punkcie 1), przy czym ze wzgledu na normalnosé
G mozna wzia¢ p € GA, (k).

3. Zauwazmy, ze G = Jac(G) jest podgrupa (normalna) w k*. Pokazemy,
7e G = GA,(k)Y. Zawieranie ”C” jest natychmiastowe, niech zatem F €

33



GA,(k)9. Z definicji G, istnieje taki F € G, ze JF = JF. Ale wtedy J(F~'o
F)y=1,skad F-'oFeSA,(k)CGiF=Fo(F'oF)eqG. X

Whiosek 3.7. Jesli hipoteza 3.5 nie jest prawdziwa, tzn. GF, (k) # GA, (k),
to GF, (k) N SA, (k) # SA, (k).

Dowdd. Przypusémy, ze GF,,(k) D SA, (k). Na mocy punktu 3. mielibysmy
GF,(k) = GA, (k)Y, gdzie G = Jac(GF,(k)) D Jac(GL,(k)) = k* - a zatem
GF, (k) = GA,(k), czyli sprzecznosé. X

Jesli zatem automorfizmy lokalnie skoniczone nie tworzg (dlan > 3) zesta-
wu generatoréw grupy GA,(k), to grupa GF, (k)1} = GF, (k) N SA, (k) jest
nietrywialng podgrupa normalna w SA, (k). Warto wspomnieé, ze w przy-
padku n = 2 przyktad taki podal Danilov w pracy [Da] - jest on jednak
niezmiernie skomplikowany; w dowodzie wykorzystywane sg metody kombi-
natorycznej teorii grup.

W dalszej czedci wykorzystamy nastepujacy znany fakt

Lemat 3.8. Kazdy automorfizm rozktadalny F € TA, (k) mozna przedstawié
w postaci
F:Elo...ESOD,

gdzie E; € EA,, (k) oraz D € Diag,, (k).

Dowdéd. Pokazemy najpierw, ze TA,, = (EA,,Diag,). Poniewaz z definicji
mamy TA,, = (GL,, EA,), wystarczy dowies$¢, ze GL,, C (EA,, Diag, ). Niech
zatem L € GL,, ustalmy tez baze przestrzeni wektorowej k™. Do macierzy
odwzorowania L w tej bazie stosujemy metode eliminacji Gaussa otrzymujac
L=Gio0...0G,, oL, glzie L ma macierz tréjkatna dolng i wobec tego
Le (EA,). Pozostaje pokazaé, ze G; - automorfizmy pochodzace od operacji
w metodzie eliminacji Gaussa - da si¢ uzyskaé¢ jako zlozenia odwzorowan
elementarnych i diagonalnych. Operacje na macierzy L w metodzie eliminacji
moga by¢ dwoch typow:

- Ai,j,c = (le . ,Xl',l, Xz —i-C)(j7 XZ'+1, c. 7Xn) - dodanie wielokrotnosci
pewnego wiersza macierzy do innego wiersza

- T%J‘ = (X17. .. aXi—lijaXi—i—l;- .. ;Xj—lyXian—l—la ce ,Xn) —transpozy—
cja wierszy.
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Jednak, jak tatwo widaé, A; . € EA, oraz Tj; = A; ;10 Aj; 10 A 10D,
gdzie D = (X1, ..., X1, =X, Xigq, - .-, Xy). Wobec tego L € (EA,, Diag,,)
i ostatecznie TA,, = (EA,,, Diag,,).

Niech teraz F € EA,,, przy czym E; = X; + G(Xq, ... X X)), Ej =
X; dla j # i oraz D = (d1Xy,...,d,X,) € Diag,. Zauwazmy, ze wtedy
DoE = FEoD, gdzie E; = X; + d;G(d' Xy, ..., d-1 X,,). Wnioskujemy stad,

»r'n

ze (EA,,, Diag,) = (EA,,) o Diag,,, co konczy dowdd. X

Whiosek 3.9. Kaidy automorfizm rozkladalny F € TA, (k) o jakobianie
rownym 1 jest ztozeniem automorfizmow elementarnych.

Dowdd. Zapiszmy F = Ejo...0E;0D jak w lemacie. Poniewaz det F/(X) = 1,
mamy det D(X) = det F'(X) = 1. Wystarczy zatem pokazaé, ze kazdy
automorfizm diagonalny o wyznaczniku 1 jest ztozeniem odwzorowan ele-
mentarnych. Przeprowadzimy dowo6d indukcyjny ze wzgledu na liczbe zmien-
nych n. W przypadku n = 1 mamy D = idx € EA;. Dla n > 2, oznacz-
my A ;. = (X1,...,X; +cXj,...,X,) € EA, i zauwazmy, ze automor-
fizm P = (=X, X1,...,X,) = Aja-10 42110 A121 € (EA,). Niech

n

D = (diXy,...,d,X,) € Diag, speia warunek JD(X) = [[ d; = 1. Ponie-

=1
waz P o AQ’Ll_dl—l oA, 0 A271’1_d1_1 = (X1,d1d1 Xy, ...,d,X,) iz zalozenia
indukeyjnego (dy1da X, ..., d,X,,) € (FA,_1), mamy takze D € (EA,). X

Stwierdzenie 3.10. Niech G bedzie podgrupg normalng GA,, oraz Diag, C
G. Wtedy

1. TA, C G,
2. jeslin = 3, to automorfizm Nagaty
N=(X—-2Y0—Zo*Y + Zo,7)
(gdzie 0 = XZ 4+ Y?) jest elementem G.

Dowad.

1. Na podstawie lematu 3.8 wystarczy pokazaé, ze kazdy automorfizm ele-
mentarny jest w G. Niech zatem F' € EA,, tzn. F = (Xq,..., X;1, X; +
9, Xit1, ..., Xp) dlapewnego g € k[Xy,..., X; 1, Xiv1, ..., Xp). Wezmy D =
(X1,..., Xi1,2X;, Xiq1, ..., X,,) € G i zauwazmy, ze

FﬁlODOF:(Xl,...,Xifl,QXi+g,Xi+1,...,Xn) eqG
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gdyz G jest normalna. Wowczas F'= (F~'oDo F)o D™ € G.
2. Na poczatek zauwazmy, ze N™1 = (X +2Yo — Z0? Y — Zo, Z). Niech
D= (;X,3Y,Z) € G. Wida¢, ze 0 o L = ;o oraz
1 1 1 1 1
N1l'oLoN=(-X—--Yo——Z06*-Y+-Zo,7Z
oLo (4 1Y 16495 +40,)€G
ze wzgledu na normalno$¢ G. Jednoczesnie N = (N 'oLoN)o L' € G. K

Dla podgrupy G C GA,, (k) okreslamy
N(G) :==[{N<GA,(k) : N DG}

jest to najmniejsza podgrupa normalna zawierajaca G. Powyzsze obserwacje
mozna zatem zapisa¢ skrétowo jako TA,, C N(Diag,) oraz N € N(Diags).
Pokazuje to, ze grupa N(Diag,,) jest ,duza”, réwnoczesnie jednak N(Diag,, ) C
N(LF(k")) = GF,.

Obserwacja 3.11. Niech G bedzie takg podgrupg normalng SA,,, zZe Diag, N SA,, C
G. Wtedy

1. dlan > 2 jest TA,NSA, C G,

2. jeslin = 3, to automorfizm Nagaty jest elementem G.

Dowdd.

1. Na podstawie wniosku 3.9 wystarczy pokaza¢, ze EA, C G. Niech za-
tem F € EA,, tzn. F = (Xy,..., X, 1, X; + 9, Xi41,..., X)) € EA, dla
pewnego g € k[Xq,..., X; 1, Xiy1,...,X,]. Ustalmy j # ¢ oraz zapiszmy

d
g=> Im(X.)X]", gdzie X, oznacza zestaw zmiennych Xi,..., X, z wyla-
m=0
czeniem X; oraz X;. Wybierzmy dowolny element a € k* nie bedacy pier-
wiastkiem z 1 (np. a = 2) i zdefiniujmy odwzorowania D = (Dy,...,D,) €
Diag, NSA,, oraz E = (Fy, ..., E,) € EA, wzorami

aX; k=1

vy ) Xi+h, k=1
_ 1 . _ o 7 )

D=4 aXj, k= Ek—{ X, Py

Xk7 k 7£ Z?]
d
gdzie h = > (a'* — 1)7'g,n(X,) X" Wéwczas na mocy normalnosci G

m=0
mamy F~1oDoFE € G oraz

aX;+ah—hoD, k=1
(Eil oDo E)k = CLilXj, k=7
Xka k#%]
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Wobec tego (E"'oDoEoD™), = X, dlak #ioraz (E"'oDoFEoD™); =
d

am

Xita-ho D™ —h=Xi+ Y (ar o = (0" = ) g (X)X = .
m=0

m _ ] J
czyli F=(E'oDoE)oD™ ' €@G.

2. Zob. dowdd stwierdzenia 3.10. X

W dalszej czesci zajmiemy sie podgrupami normalnymi w GAY (k) =
{F € GA,(k) : F(0) = 0}. Zaczniemy od nastepujacej natychmiastowej
uwagi.

Uwaga 3.12. Odwzorowanie
Lin : GA%(k) > F — Lin(F) € GL,(k)
jest epimorfizmem grup.

Zatem analogicznie jak w przypadku odwzorowania Jac, dla dowolnej
podgrupy G w GA?(k) oraz podgrupy normalnej H C GL, mozemy zdefi-
niowaé

G":=GNLin ' (H) ={F € G: Lin(F) € H}
Latwo widaé, ze jesli G jest podgrupa GA® (k), to Gt} ¢ G}, Podob-

nie jak poprzednio mozemy pokazac

Whiosek 3.13. Jesli hipoteza 3.5 nie jest prawdziwa, tzn. GF, (k) # GA,(k),
to GF,(k) N GA® (k) # GA® (k).

Dowéd. Dowolny automorfizm ¢ € GA, (k) mozna przedstawi¢ w postaci
@ = T o, gdzie T jest translacja o wektor (0) oraz ¢ € GA? (k). Gdyby
byto GF,(k) D GA%(k), to ¢ € GF,(k) i poniewaz T € LF,(k), réwniez
o =Toy e GF,(k). X
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Rozdziatl 4

Automorfizmy lokalnie
skonczone a rozniczkowania

W niniejszym rozdziale k oznacza dowolne cialo charakterystyki zero (chyba,
ze wyraznie zaznaczono, iz k = C). Zaprezentujemy zwiazki miedzy odwzo-
rowaniami lokalnie skoniczonymi a rézniczkowaniami pierscienia wielomianéw
k. Na poczatek przypomnijmy definicje i podstawowe wlasnosci rézniczko-

wan (zob. [Nol], [E]).

Definicja 4.1. Rozniczkowaniem k-algebry A nazywamy odwzorowanie k-
liniowe D : A — A spetiajace warunek D(ab) = D(a)b+ aD(b) dla dowol-
nych a,b € A.

Uwaga 4.2. Czasami odwzorowania spetniajace powyzszy warunek nazywa-
ne sa k-rézniczkowaniami na A jako, ze D], = 0. W dalszej czesci zajmujemy
sie tylko takimi rézniczkowaniami.

Definicja 4.3. Roézniczkowanie D okres$lone na k-algebrze A nazwiemy lo-
kalnie nilpotentnym, jesli dla kazdego a € A istnieje taka liczba n € N, ze
D°"(a) = 0. Rézniczkowanie D nazwiemy lokalnie skoficzonym, jesli dla kaz-
dego a € A speliony jest warunek dimy span{a, D(a), D°*(a),...} < +oo.

Oczywiscie kazde rézniczkowanie lokalnie nilpotentne jest lokalnie skon-
czone ale nie na odwrét (np. rézniczkowanie D = XQ(%I + X1% na k)
jak okaze sie w dalszej czedci tego rozdziahu, réznica miedzy tymi dwoma
klasami odwzorowan jest dosy¢ znaczaca.

Niech D bedzie rézniczkowaniem lokalnie nilpotentnym k-algebry A. Mo-
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zemy okresli¢ odwzorowanie exp(D) : A — A wzorem

= 1 o1

(*) exp(D)(a) := Y _ —D(a)

= !
Dla kazdego a € A powyzsza suma jest w istocie skonczona, definicja jest
zatem poprawna (dla dowolnego ciata k charakterystyki 0).

Niech teraz D bedzie rozniczkowaniem lokalnie skoniczonym. Aby okresli¢
odwzorowanie exp(D) zatozymy, ze k = C. Poniewaz z definicji przestrzen
W, := span{a, D(a), D°*(a), ...} jest skoficzenie wymiarowa oraz D(W,) C
W, odwzorowanie exp(D|w,) okreslone wzorem (%) jest poprawnie zdefinio-
wanym endomorfizmem liniowym przestrzeni W,. Przyjmujemy exp(D)(a) :=
exp(Dlw,)(a).

Mozna sprawdzi¢, ze w obu przypadkach odwzorowanie exp(D) jest au-
tomorfizmem algebry A oraz exp(D)™! = exp(—D). Ponadto, jeéli D i D’
sa rézniczkowaniami lokalnie nilpotentnymi (lub lokalnie skoniczonymi dla
k = C) algebry A oraz D'oD = DoD’, to rézniczkowanie D+ D' jest lokalnie
nilpotentne (odp. lokalnie skoniczone) oraz exp(D+ D') = exp(D)oexp(D’) =
exp(D’) o exp(D).

Dla rézniczkowan lokalnie skoniczonych mozna dowies¢ nastepujacej wersji
twierdzenia Jordana (zob. [Nol]; por. tw. 1.11)

Twierdzenie 4.4. Kazde lokalnie skonczone rozniczkowanie D pierscienia
k" posiada jednoznaczny rozktad D = D,, + D, spelniajgcy warunki:

1. D,oDs,=Ds0D,,
2. D, jest rozniczkowaniem lokalnie nilpotentnym,

3. Dy jest rézniczkowaniem pélprostym (tzn. wielomian minimalny Dy ja-
ko endomorfizmu liniowego k™ nie ma czynnikéw wielokrotnych,).

Jak nietrudno sprawdzi¢, jesli rézniczkowanie D jest lokalnie nilpotentne
(lokalnie skonczone, o ile k = C), to automorfizm F' = exp(D). jest uni-
potetny (polprosty). Powyzsze twierdzenie pozwala zatem przedstawié auto-
morfizm postaci exp(D), jako ztozenie exp(D), = exp(D,,). o exp(Ds )+, przy
czym pierwsze odwzorowanie po prawej stronie rownosci jest unipotentne a
drugie potproste.

Nie jest jednak jasne, czy kazdy lokalnie skonczony automorfizm k" jest
postaci exp(D) dla pewnego D. Wiadomo jedynie (zob. [FM]), ze kazdy auto-
morfizm unipotentny F, pochodzi od (jedynego) lokalnie nilpotentnego roz-
niczkowania D,,, tzn. F,, = exp(Dy,).
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4.1 Wielomian minimalny automorfizmu po-
staci exp(D)

Celem tego podrozdziatu jest dowod nastepujacego twierdzenia, ktérego do-
wod dla przypadku k = C zostal zaprezentowany w [Z1].

Twierdzenie 4.5. Niech D bedzie rozniczkowaniem lokalnie nilpotentnym
pierscienia kK" oraz F = exp(D),. Wowczas wielomian minimalny odwzoro-
wania F' jest postaci

pe(T) = (T - 1)°
gdzie d =min{i € N: D*(X;) = ... = D°(X,,) = 0}.

W dowodzie wykorzystamy ponizsze lematy.

Lemat 4.6. Niech A bedzie k-algebrg, a € A oraz niech D bedzie rézniczko-
waniem lokalnie nilpotentnym na A. Zatézimy, ze m > 1 oraz przy pewnych

g, O, .. ,m_1 € K zachodzi rownosé
m—1 )
D™(a) = Y a;D%(a).
i=0

Wowczas D (a) = 0.

Dowdd. Indukcja ze wzgledu na liczbe m. Jedli m = 1, to D(a) = apa skad
D°"(a) = afja dla n € N. Poniewaz D jest lokalnie nilpotentne, musi by¢
D°"(a) = 0 dla pewnego n, skad ag = 0 lub a = 0 i dalej D(a) = 0. Niech
zatem m > 1. Przypu$émy, ze D°™(a) # 0. Z lokalnej nilpotentnosci D
istnieje M > m takie, ze D°M(a) = 0 oraz D°*™~V(a) # 0. Niech I := {i <
m:a; # 0} Jedli I =0, to D°™(a) = 0 i dostajemy sprzecznos$é. Wobec tego
niech ig := max /. Mamy

0— DO(M_m)(Dom((l)) _ Do(M—m) ( ZO O(iDOi(a)) _ ZO OéZ'DOi<a,)
=0

1=0

gdzie a' := D°™M~™) Jako, ze a;, # 0, przeksztatcajac powyzsza réwnosé
i0—1
; Qg o1 . .o
otrzymujemy D°(a') = — > —D(a’). Poniewaz iy < m, na mocy zalo-
i=0 ““io
zenia indukcyjnego D°°(a') = 0; jednoczesnie D°(a’) = D°M=m+i0)(g) £ (.

Otrzymana sprzecznosé konczy dowod lematu. X
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Lemat 4.7. Niech d oraz i bedg liczbami naturalnymi, przy czym d > 0.
Zdefiniugmy

o= S ()

m=0 m
Réwnosé¢ Bq; = 0 zachodzi doktadnie wtedy, gdy d > 1.
d d
Dowdd. Namocy réwnosei 0 = (1-1)% = > (—1)m< ) dostajemy (40 = 0.
m

m=0
Zkolei #1; = —1dlai > 0. Niech zatem d > 1, ¢ > 0 - przeprowadzimy dowod
indukcyjny ze wzgledu na d. Mamy

:él(—l)m;lL(i__ll)mi = —d:i(_l)m (d,; 1) 1)1

=55 Er (L)) -5 ()

m=0
Jeslid > i, tod—1> j 1w powyzszej sumie wszystkie 341 ; = 0 z zalozenia
indukcyjnego - wobec tego (4, = 0. Jeéli natomiast d < 7, to (—1)?84,; > 0.

Istotnie 3,; = —1 oraz (— ﬁdz = dz ( ) d 15, 1; >0 X

Dowdd twierdzenia 4.5. Zauwazmy, ze F°" = (exp(D)°™), = exp(mD),, za-
tem j-ta wspotrzedna odwzorowania F°™ jest postaci

o d—1 1 o d—1 1 i ‘
(F°™); = gﬁ(mD) (X;) = ;ﬂmD (X;),dlaj=1,....n

Niech p(T) = (1 —=T)% Dla j = 1,...,n mamy
d d—1 d—1
d om 1 d A oz 1 o'L
> () = 5 S () r) = 5 Laune )
m=0
czyli p(F) = 0. Wobec tego (1 — T)¢ € Ir i wielomian minimalny musi by¢

postaci up(T) = (T — 1)¢ dla pewnego e. Przypudémy, ze e < d. Mozemy dla
ustalenia uwagi zaltozy¢, ze d = min{m € N: D°"(X;) = 0}. Mamy wtedy

e d—
e m € om o ]' o4
0= (=1)(pr(F)) = > (-1) <m>(F =3 5D (X0)
Poniewaz e < d, na mocy lematu 4.7 jest (. q4-1 # 0, zatem Do(dfl)(Xl) =
2 1 ﬁei

i=1 i! ﬁe,d—l
wbrew definicji d. X

D°(X,). Z lematu 4.6 wnioskujemy wiec, ze D°4=Y(X;) = 0,
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Whniosek 4.8. Przy oznaczeniach twierdzenia 4.5, automorfizm odwrotny do
F wyraza sie wzorem

. d—1 d
L= —1)™ Fom
mzzo( ) (m + 1)
Dowdd. Wielomian minimalny dla F' jest postaci ur(T) = (T — 1)¢, zatem

(1) iden = — gdj (—1)d—m<d>F°m — (%(—1)11—7” (mi 1) Fm) o F

m m=0

Drzielac obie strony przez (—1)? otrzymujemy wzér na lewostronng odwrot-
no$é¢ odwzorowania F, ktéra na mocy lematu 1.1 musi by¢ réwna F~1. K

4.2 Roézniczkowanie dla automorfizmu tréj-
katnego

Bedziemy rozwazaé¢ automorfizmy trojkatne C”, tzn. odwzorowania postaci
F = (Fl, c. ,Fn), dla ktél"yCh E = CiXi + Gi(Xl, ce 7Xi—1)a gdzie C; € C*
oraz G; € C[X3, ..., X; 1]. Na poczatek odnotujmy nietrudne

Stwierdzenie 4.9. Rézniczkowanie D piericienia wielomianéw C™ okreslo-
ne na generatorach przez

D(XZ) — éle —l— f]i(Xl, e >Xi—1)

gdzie ¢; € C, g; € C[Xy, ..., X;_1] jest lokalnie skoticzone oraz exp(D), jest
automorfizmem trojkgtnym.

Dowdd. Roézniczkowanie D jest ,trojkatne”, zatem tatwo sprawdzic¢, ze od-
wzorowanie exp(D), bedzie automorfizmem tréjkatnym - o ile tylko D jest
lokalnie skoficzone. Naturalnie (rozumowanie indukcyjne ze wzgledu na liczbe
zmiennych n) wystarczy pokazaé, ze przestrzen

V :=span{X,, D(X,), D**(X,),...}

jest skonczenie wymiarowa. Dla n = 1 jest dim V' = dimspan{X;, g} < 2.
Zal6zmy wigc, ze n > 1. Poniewaz D°(X,) € span{X,, gn, D(gn), - - .}, mamy
dimV < 1+ dimspan{g,, D°*(g,),...} < +o0, gdyz g, € C[Xy,..., X, 1]
a na mocy zalozenia indukcyjnego rézniczkowanie D|¢;[ X1,...Xn_1) Jest lokalnie
skoniczone. X
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Celem tego podrozdziatu jest odwrdcenie stwierdzenia 4.9, a doktadniej
odpowiedz na nastepujace pytanie: czy jesli F' jest automorfizmem trojkat-
nym C", to istnieje rézniczkowanie lokalnie skoticzone D pierécienia C, dla
ktorego exp(D), = F'?7 Odpowiedz jest pozytywna, co pokazuje ponizsze

Twierdzenie 4.10. Niech F = (Fy,...,F,) bedzie automorfizmem trdj-
katnym C™, tzn. F; = ¢;X; + Gi(Xq,...,Xi—1) dla pewnych ¢; € C* oraz
G; € C[Xy,..., X, 1]. Wowczas:

1. istnieje réiniczkowanie lokalnie skorczone D pierscienia C™ | dla kté-
rego exp(D), = F,

2. jesli ¢; = 1 dlai = 1,...,n, to rézniczkowanie D z punktu 1) jest
lokalnie nilpotentne.

Zanim przystapimy do dowodu, poczynimy pewne spostrzezenia. Wpro-
wadzamy nastepujacy porzadek < na N™:

a<pBes >l q,= ﬁn/\.../\ai+1zﬂi+1/\ai<ﬁi

dla @ = (aq,..., ), B = (B1,...,0,) € N*. Porzadek ten przenosimy w
standardowy sposéb na jednomiany w k™, tzn. przyjmujemy X < X? <
a < 3. Wykorzystamy takze ponizsza uwage.

Uwaga 4.11. Jesli D jest rézniczkowaniem lokalnie skonczonym k™| to dla
dowolnej podprzestrzeni wektorowej W C k™ skorficzonego wymiaru mamy

dimy span{D*(w) : w € W,i € N} < 400

Dowod uwagt 4.11. Oznaczmy m = dim W. Wybierzmy baze wq,...,w,
przestrzeni W i przyjmijmy W» = span{w;, D(w,), D°2(wj) Jdlaj =

1,...,m. Dla dowolnego w = Z ajw; € W mamy D (w Z a; D (w;),
Jj=1 j=1
zatem span{w, D(w), D**(w),...} C span | J W; skad dimy span{D*(w) :
j=1
weV,ieN}<)Y dimW; < 4oo. X

Dowdéd twierdzenia 4.10. Indukcja ze wzgledu na liczbe zmiennych n. Przy-
padek n = 1 jest prosty: jesli F; = ;X7 + G, gdzie G; € C - wystarczy
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przyja¢ D(X1) = In(c;) X1 + Gi/ci. Okreslajac In(c¢p) := 0 dla ¢; = 1 do-
stajemy takze punkt 2. tezy. Zaldézmy zatem, ze n > 1 oraz twierdzenie za-
chodzi dla odwzorowan n — 1 zmiennych. Skonstruujemy taki cigg rézniczko-
wan lokalnie skoficzonych Dy, D1, . .., Dy pierscienia CI", ze exp(Dg), = F.
Na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje lokalnie skonczone rézniczkowanie
D = Dl¢ix,...x, 1], dla ktérego exp(D), = (Fi, ..., F,_1). Dla wszystkich
k > 0 oraz i < n przyjmujemy Dy(X;) := D(X;), w ten sposéb pozostaje
zdefiniowa¢ Dy (X,,) dla k > 0. Na poczatek oznaczmy

V = span{D*(X*) : X* € monG,,i € N}

i zauwazmy, ze na mocy uwagi 4.11 jest dim V' < +oo czyli takze #mon V =
#{monwv : v € V} < +oo. Jesli teraz

W :=span{D*(X“) : X* € monV,i € N},

to znowu z 4.11 dostajemy dim W < +oo.

Konstrukeje rozpoczynamy od Dy(X,) := In(c,) X, (przy czym In(c,) :=
0 jesli ¢, = 1). Jesli F,, = exp(Dy)(X,), wystarczy oczywiscie wzia¢ D :=
Dy. W przeciwnym razie przyjmujemy b X = Lt(F, — exp(Do)(X,)) =

n—1
Lt Go(Xy,..., X, 1), wi ==Y o; In(¢;) oraz definiujemy

i=1

w1 1
Di(X,) = Dy(X,) + ————b X~
1(Xn) 0(Xn) + explun) — 1
przy czym jesli w; = 0, to z definicji exp(t”vﬁ := 1. Poniewaz «a. = 0,

. 1 — . 1 . 1 I 1 .
mamy Lt DY(X* ) = Lt D*(X®) = wiX* . Ponadto, wobec Y ,—'wi_l =
i=1 v

— ] ,jes
exp(wi) — 1 :

exp(D1)(Xn) = cn Xy + 0 X" + Hi (X1, ..., Xn1)

Zauwazmy, ze wielomian H; w powyzszej sumie jest kombinacja liniowa
DX al), zatem wystepujace w nim jednomiany pochodzg z mon V' C mon W
1 sa stopnia nizszego od X' ot wzgledem porzadku <. Niech teraz £ > 0. Po-
stepowanie kontynuujemy nastepujaco: jesli F,, = exp(Dy_1)(X,), to bie-
rzemy D := D,_; i dowdd jest zakonczony. W przeciwnym razie, niech
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n—1

ka“k =Lt (Fn — exp(Dkl)(Xn)>, wy, 1= Z a¥ In(c;) oraz
i=1
Wy,

— e x
exp(wy) =1

Dk(Xn) = Dk71<Xn) —|—

Rozumowanie analogiczne jak dla k = 1 pokazuje, ze
exp(Dy)(X,) = exp(Dy_1)(Xn) + b X + Hu(X1, ..., Xp1)

przy czym kazdy jednomian z Hj, jest elementem mon W i ma stopien nizszy
od X wzgledem <. W kolejnym kroku otrzymamy zatem F,, = exp(Dy11)(X,)

k+1

lub X*¢ < X " Poniewas X M mon Wi przestrzen W jest skoncze-
nie wymiarowa, po co najwyzej K < #monW krokach musi byé¢ F, =
exp(Dg ) (X,)-

=)

Punkt 2) tezy jest natychmiastowy: dla ¢, = 1 wzieliSmy In(c,) = 0,
wobec czego D(X,) = g(X1,...,X,1) € C[Xy,..., X,_1]. Stad D°™(X,,) =
D°m=1(g) = 0 dla pewnego m, gdyz z zatozenia indukcyjnego rézniczkowa-
nie D = Dlcix,,..., x,,_1 jest lokalnie nilpotentne. X

.....

Uwaga 4.12. Punkt 2) tezy powyzszego twierdzenia jest prawdziwy dla
dowolnego ciata k charakterystyki 0 (mogacym budzi¢ watpliwo$é punktem
dowodu jest okreslenie wartosci In(c¢;) - jednakze dla ¢; = 1 przyjmujemy
In(¢;) := 0 € k). Inne dowody tego faktu mozna znalezé np. w [Fr], [Kal].
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