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Rozwazmy réwnanie

fix+y)=Ff(x)+f(y).

Co tu jest niewiadoma? Niewiadoma jest funkcja f.
Szukamy takich funkgji f, ze

f(x+y)="f(x)+f(y) dlawszystkich x,y.
Taka funkcja nie jest funkcja f(t) = t2, ani funkcja f(t) = 3t + 2.

Funkcja liniowa f(t) = 2t jest (przyktadowym) rozwigzaniem naszego
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W

J. Chmielinski (IM UP) O réwnaniu Cauchy’ego 11 grudnia 2008 3/21



-
Augustin Louis Cauchy

®

J. Chmielinski (IM UP) O réwnaniu Cauchy’ego 11 grudnia 2008 4/21



-
Augustin Louis Cauchy

J. Chmielinski (IM UP)

Augustin Louis Cauchy (21 VIII 1789 Paryz
— 23V 1857 Sceaux koto Paryza); wielki ma-
tematyk francuski, tworca nowoczesnej anali-
zy matematycznej opartej na pojeciach grani-
cy i ciggtosci. Zajmowat sie takze m.in. réw-
naniami rézniczkowymi, wyznacznikami, pro-
babilistyka i fizyka matematyczna. Cauchy byt
autorem 789 prac matematycznych; jego dzie-
ta zebrane opublikowano w 27 tomach.
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zy matematycznej opartej na pojeciach grani-
cy i ciggtosci. Zajmowat sie takze m.in. réw-
naniami rézniczkowymi, wyznacznikami, pro-
babilistyka i fizyka matematyczna. Cauchy byt
autorem 789 prac matematycznych; jego dzie-
ta zebrane opublikowano w 27 tomach.

Nazwisko Cauchy’ego pojawia sie w nazwach wielu terminéw

matematycznych: cigg Cauchy'ego, kryterium Cauchy'ego zbieznosci
szeregu, twierdzenie catkowe Cauchy'ego, réwnania Cauchy'ego—Riemanna,
twierdzenie Cauchy’ego—Kowalewskiej, réwnanie funkcyjne Cauchy’ego: @
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Roéwnanie Cauchy’ego

Szukamy funkcji f takiej, ze

f(x+y)=Ff(x)+f(y) dlawszystkich x,y. (0)
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Szukamy funkcji f takiej, ze
f(x+y)=Ff(x)+f(y) dlawszystkich x,y. (0)

Kazda funkcje spetniajaca réwnanie (C) nazywamy addytywna.
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Niech f : [0, 4+00) — [0, +00). Nasze réwnanie przyjmuje wéwczas postaé
f(x+y)=f(x)+f(y) dladowolnych x,y € R;. (C)
i £(0)=0;
ii. f(nx) = nf(x) dla kazdego x € Ry oraz dla dowolnego n € N;

iii. f(gx) = qgf(x) dla kazdego x € R, oraz dla dowolnego
q€Q, g=>0.

Jesli przyjmiemy ¢ := f(1), to z ostatniej wtasnosci wynika, ze
f(x)=f(x1)=xf(1)=cx dlaxeQ,.
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Dla dowolnych x € Ry i y > 0 mamy
fix+y)="Ff(x)+f(y) > f(x)

czyli f jest funkcja rosnaca.
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fix+y)="Ff(x)+f(y) > f(x)

czyli f jest funkcja rosnaca. Dla dowolnego x € R mozemy znalez¢ dwa
ciagi liczb wymiernych: (r,) i (Rn) takie, ze r, < x < R, oraz r, — x i
R, — x. Mamy wiec

f(rn) < f(x) <f(Rn)
oraz, przyjmujac ¢ := (1),
crp < f(x) < cRy.

Przechodzac z n do nieskoiczonosci cx < f(x) < ex czyli f(x) = cx.
PokazaliSmy zatem, ze kazda funkcja f: Ry — R, spetniajgca rownanie:
(C) musi by¢ postaci f(x) = cx, x € R dla pewnego ¢ € R;.. Uy,
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takie samo dla prostokatéw przystajacych).
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Zastosowanie pierwsze — pole prostokata

Przyjmijmy nastepujace zatozenia:
a. Pole prostokata zalezy jedynie od dtugosci jego bokéw a i b (jest
takie samo dla prostokatéw przystajacych).
b. Pole jest liczba nieujemna.
c. jesli prostokat P podzielimy na dwa prostokaty, to suma ich pdl daje
pole wyjsciowego prostokata.
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f(b1 + b2) = f(b) = f(bl) + f(bz).
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dodatnich. Zatem, istnieje pewna stata ¢ = c(a) (zalezna od ustalonego
parametru a) taka, ze f(b) = c(a)b. Mamy wiec:
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Ustalajac teraz b i dzielagc bok a na dwie czesci a; i a» dostajemy

P(a, b) = P(a1, b) + P(az, b)
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czyli c(a)b = c(a1)b + c(a2)b, a zatem funkcja ¢ spetnia réwnanie
Cauchy'ego
c(a1 + a2) = c(a) = c(a1) + c(a2)

i przyjmuje wartosci nieujemne dla nieujemnych argumentéw. Zatem
istnieje stata ¢ taka, ze c(a) = ca. Ostatecznie mamy P(a, b) = cab.
Przyjmujac P(1,1) =1 (pole kwadratu o boku jednostkowym jest
jednostkowe) dostajemy ¢ =1
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czyli c(a)b = c(a1)b + c(a2)b, a zatem funkcja ¢ spetnia réwnanie
Cauchy'ego
c(a1 + a2) = c(a) = c(a1) + c(a2)

i przyjmuje wartosci nieujemne dla nieujemnych argumentéw. Zatem
istnieje stata ¢ taka, ze c(a) = ca. Ostatecznie mamy P(a, b) = cab.
Przyjmujac P(1,1) =1 (pole kwadratu o boku jednostkowym jest
jednostkowe) dostajemy ¢ =1 i w rezultacie P(a, b) = ab.
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Wykazemy, ze jedynym sprawiedliwym podatkiem jest podatek liniowy.
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Zastosowanie drugie — podatek liniowy

Wykazemy, ze jedynym sprawiedliwym podatkiem jest podatek liniowy.

W 2008 roku podatek dochodowy obliczamy wedtug nastepujacych regut.

do 3091zt

3091zt - 44490zt

44490zt - 85528zt

ponad 85528zt

0

19%

30%

40%

Zalezno$¢ odprowadzanego podatku f(x) od kwoty dochodu x jest wiec

taka

0
f(x) =

0,19x — 586,85
0,30(x — 44490) + 7866,25 dla x € (44490, 85528],
0,40(x — 85528) + 20177,65 dla

dla x <3001,
dla  x € (3091,44490],

x > 85528.

Wykresem powyzszej funkgji jest wiec tamana sktadajaca sie z czterech w

kawatkow.
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Oczywiscie, mozemy zaproponowa¢ wiele innych rozwigzan. Dla przykfadu
rozwazmy trzy funkcje:
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Zastosowanie drugie — podatek liniowy

Oczywiscie, mozemy zaproponowa¢ wiele innych rozwigzan. Dla przykfadu
rozwazmy trzy funkcje:

F)=1cx,  &(x)=10vVx,  h(x)
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Zastosowanie drugie — podatek liniowy

Oczywiscie, mozemy zaproponowa¢ wiele innych rozwigzan. Dla przykfadu
rozwazmy trzy funkcje:

1 1
= - =10 h(x) = ——x2.
o 80)=10VX, ()= oox

Wszystkie te funkcje sg rosnace, wiec we wszystkich przypadkach
obowigzuje zasada "im wiekszy dochdéd, tym wiekszy podatek”.

uly

J. Chmielinski (IM UP) O réwnaniu Cauchy’ego 11 grudnia 2008 14 /21



Zastosowanie drugie — podatek liniowy

Oczywiscie, mozemy zaproponowa¢ wiele innych rozwigzan. Dla przykfadu
rozwazmy trzy funkcje:

_1 _ _ 1

Wszystkie te funkcje sg rosnace, wiec we wszystkich przypadkach
obowigzuje zasada "im wiekszy dochdéd, tym wiekszy podatek”.

dochéd || f(x) = £x | g(x) = 10v/x | h(x) = 13255%° |
1000 zt 200zt 316zt 80zt
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Zastosowanie drugie — podatek liniowy

Oczywiscie, mozemy zaproponowa¢ wiele innych rozwigzan. Dla przykfadu
rozwazmy trzy funkcje:

1 1
= - =10 h(x) = ——x2.
o 80)=10VX, ()= oox

Wszystkie te funkcje sg rosnace, wiec we wszystkich przypadkach
obowigzuje zasada "im wiekszy dochdéd, tym wiekszy podatek”.

dochéd || f(x) = zx | g(x) = 10y/x | h(x) = 525X
1000 zt 200zt 316zt 80zt
2500 zt 500zt 500zt 500zt
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Zastosowanie drugie — podatek liniowy

Oczywiscie, mozemy zaproponowa¢ wiele innych rozwigzan. Dla przykfadu
rozwazmy trzy funkcje:

1 1
= - =10 h(x) = ——x2.
o 80)=10VX, ()= oox

Wszystkie te funkcje sg rosnace, wiec we wszystkich przypadkach
obowigzuje zasada "im wiekszy dochdéd, tym wiekszy podatek”.

dochéd || f(x) = zx | g(x) = 10y/x | h(x) = 525X
1000 zt 200zt 316zt 80zt
2500 zt 500zt 500zt 500zt
5000 zt 1000zt 707zt 2000zt
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Zastosowanie drugie — podatek liniowy

Oczywiscie, mozemy zaproponowa¢ wiele innych rozwigzan. Dla przykfadu
rozwazmy trzy funkcje:

1 1
=cx,  g(x)=10vXx, h(x) = wxz-

Wszystkie te funkcje sg rosnace, wiec we wszystkich przypadkach
obowigzuje zasada "im wiekszy dochdéd, tym wiekszy podatek”.

dochéd || f(x) = zx | g(x) = 10y/x | h(x) = 525X
1000 zt 200zt 316zt 80zt
2500 zt 500zt 500zt 500zt
5000 zt 1000zt 707zt 2000zt
10000 zt 2000zt 1000zt 8000zt
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Tworzymy idealny podatek

Przyjmujemy nastepujace zatozenia:
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Tworzymy idealny podatek

Przyjmujemy nastepujace zatozenia:

a. podatek jest pewng funkcja f zalezng wytacznie od osiagnietego
dochodu x.
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R —
Tworzymy idealny podatek
Przyjmujemy nastepujace zatozenia:

a. podatek jest pewng funkcja f zalezng wytacznie od osiagnietego
dochodu x.

b. Dochéd x oraz wysoko$¢ naleznego podatku f(x) s liczbami
nieujemnymi.
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R —
Tworzymy idealny podatek
Przyjmujemy nastepujace zatozenia:

a. podatek jest pewng funkcja f zalezng wytacznie od osiagnietego
dochodu x.

b. Dochéd x oraz wysoko$¢ naleznego podatku f(x) s liczbami
nieujemnymi. Mamy wiec:

f:]0,00) 3 x — f(x) € Ry.
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R —
Tworzymy idealny podatek
Przyjmujemy nastepujace zatozenia:

a. podatek jest pewng funkcja f zalezng wytacznie od osiagnietego
dochodu x.

b. Dochéd x oraz wysoko$¢ naleznego podatku f(x) s liczbami
nieujemnymi. Mamy wiec:

f:]0,00) 3 x — f(x) € Ry.

c. jesli ktos osiggnat dochody z dwdch Zrédet, i za kazdy zaptacit
oddzielnie podatek, to suma tych podatkdéw winna by¢ taka sama, jak
gdyby zaptacit jeden podatek od catego dochodu.
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-
Tworzymy idealny podatek

Przyjmujemy nastepujace zatozenia:

a. podatek jest pewng funkcja f zalezng wytacznie od osiagnietego
dochodu x.

b. Dochéd x oraz wysoko$¢ naleznego podatku f(x) s liczbami
nieujemnymi. Mamy wiec:

f:]0,00) 3 x — f(x) € Ry.

c. jesli ktos osiggnat dochody z dwdch Zrédet, i za kazdy zaptacit
oddzielnie podatek, to suma tych podatkdéw winna by¢ taka sama, jak
gdyby zaptacit jeden podatek od catego dochodu. To oznacza, ze
nasza funkcja f ma wiasnos$¢ addytywnosci.

f(x+y)="f(x)+f(y), dla wszystkich x,y € R. @
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Tworzymy idealny podatek

| to juz wszystkie zatozenia.
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Tworzymy idealny podatek

| to juz wszystkie zatozenia. Jakie s3 ich konsekwencje?
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Tworzymy idealny podatek

| to juz wszystkie zatozenia. Jakie sg ich konsekwencje? Funkcja ta musi
by¢ postaci f(x) = cx.
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Tworzymy idealny podatek

| to juz wszystkie zatozenia. Jakie sg ich konsekwencje? Funkcja ta musi
by¢ postaci f(x) = cx.

A wiec przyjete zatozenia (bardzo oszczedne i naturalne) powoduja, ze
funkcja f musi by¢ funkcja liniowa.
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-
Tworzymy idealny podatek

| to juz wszystkie zatozenia. Jakie sg ich konsekwencje? Funkcja ta musi
by¢ postaci f(x) = cx.

A wiec przyjete zatozenia (bardzo oszczedne i naturalne) powoduja, ze
funkcja f musi by¢ funkcja liniowa.

Oczywiscie wielko$¢ statej ¢, czyli wysoko$¢ stawki podatkowej moze byé
dowolna (byle taka sama dla wszystkich).
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Rozwigzania réwnania Cauchy’'ego R — R
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-
Rozwigzania réwnania Cauchy’'ego R — R

Niech f : R — R. Réwnanie przyjmuje woéwczas postaé

f(x+y)=f(x)+f(y) dladowolnych x,y € R. (C)
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-
Rozwigzania réwnania Cauchy’'ego R — R

Niech f : R — R. Réwnanie przyjmuje woéwczas postaé

f(x+y)="f(x)+f(y) dladowolnych x,y € R. (C)
i. f(0)=0;
ii. f(nx) = nf(x) dla kazdego x € Ry oraz dla dowolnego n € N;
iii. f(gx) = qf(x) dla kazdego x € R4 oraz dla dowolnego
q€Q, g=>0;

uly

J. Chmielinski (IM UP) O réwnaniu Cauchy’ego 11 grudnia 2008 17 /21



-
Rozwigzania réwnania Cauchy’'ego R — R

Niech f : R — R. Réwnanie przyjmuje woéwczas postaé

f(x+y)=f(x)+f(y) dladowolnych x,y € R. (C)

i. f(0)=0;
ii. f(nx) = nf(x) dla kazdego x € Ry oraz dla dowolnego n € N;

=

iii. f(gx) = qf(x) dla kazdego x € R4 oraz dla dowolnego
q€Q, >0
iv. f(—x)=—f(x) dlaxeR;
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Rozwigzania réwnania Cauchy’'ego R — R

Niech f : R — R. Réwnanie przyjmuje woéwczas postaé

f(x+y)="f(x)+f(y) dladowolnych x,y € R. (C)
i. f(0)=0;
ii. f(nx) = nf(x) dla kazdego x € Ry oraz dla dowolnego n € N;
iii. f(gx) = (x) dla kazdego x € R oraz dla dowolnego
9€Q, g
iv. f(—x)= —f( ) dlaxeR;

v. f(gx) =qf(x) dlaxeRoraz g€ Q.
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Ciagte rozwigzania
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Ciagte rozwigzania

Dla t € R istnieje ciag liczb wymiernych (g,) taki, ze lim,_o = t.
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Ciagte rozwigzania

Dla t € R istnieje ciag liczb wymiernych (g,) taki, ze lim,_,o = t. Dla
funkgcji ciagtej f mamy (dla dowolnego x € R):

f(tx) = f(nleoo GnX)
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Dla t € R istnieje ciag liczb wymiernych (g,) taki, ze lim,_,o = t. Dla
funkgcji ciagtej f mamy (dla dowolnego x € R):

f(tx) = f(nlimOO GnX) = nlin;o f(gnx)
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Ciagte rozwigzania

Dla t € R istnieje ciag liczb wymiernych (g,) taki, ze lim,_,o = t. Dla
funkgcji ciagtej f mamy (dla dowolnego x € R):

f(tx) = f(nlimOO GnX) = nlin;o f(gnx) = nIir’go gnf (x) = tf(x)
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Ciagte rozwigzania

Dla t € R istnieje ciag liczb wymiernych (g,) taki, ze lim,_,o = t. Dla
funkgcji ciagtej f mamy (dla dowolnego x € R):

f(tx) = f(nlimOO GnX) = nlin;o f(gnx) = nIir’go gnf (x) = tf(x)

czyli

f(tx) = tf(x) dla kazdego x € R oraz dla dowolnego t € R.
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Ciagte rozwigzania

Dla t € R istnieje ciag liczb wymiernych (g,) taki, ze lim,_,o = t. Dla
funkgcji ciagtej f mamy (dla dowolnego x € R):

f(tx) = f(nlimOO GnX) = nlin;o f(gnx) = nIir’go gnf (x) = tf(x)

czyli
f(tx) = tf(x) dla kazdego x € R oraz dla dowolnego t € R.

A zatem dla dowolnego t € R:

f(t)=f(t-1)=tf(1) =ct dlac:=f(1).
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Ciagte rozwigzania

Dla t € R istnieje ciag liczb wymiernych (g,) taki, ze lim,_,o = t. Dla
funkgcji ciagtej f mamy (dla dowolnego x € R):

f(tx) = f(nlimOO GnX) = nlin;o f(gnx) = nIir’go gnf (x) = tf(x)

czyli
f(tx) = tf(x) dla kazdego x € R oraz dla dowolnego t € R.
A zatem dla dowolnego t € R:
f(t)=f(t-1)=tf(1) =ct dlac:=f(1).

Zatem ciagtymi rozwiazaniami réwnania Cauchy’'ego sa wszystkie funkcjé
liniowe postaci f(x) = cx (dla dowolnego a € R) i tylko takie. @
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e 1821 A.L. Cauchy — ciagte rozwigzania réwnania (C).
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e 1821 A.L. Cauchy — ciagte rozwigzania réwnania (C).

Gaston Darboux (1842-1917) - jedli f
przyjmuje wartosci nieujemne (lub niedo-
datnie) na pewnym matym przedziale lub je-
8li f ograniczona (na dowolnie matym prze-
dziale), to f ciagfa i w konsekwencji jest
postaci f(x) = ax.

e 1880
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e 1821 A.L. Cauchy — ciagte rozwigzania réwnania (C).

Gaston Darboux (1842-1917) - jedli f
przyjmuje wartosci nieujemne (lub niedo-

o 1880 datnie) na pewnym matym przedziale lub je-
8li f ograniczona (na dowolnie matym prze-
dziale), to f ciagfa i w konsekwencji jest
postaci f(x) = ax.

°.
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e 1821 A.L. Cauchy — ciagte rozwigzania réwnania (C).

Gaston Darboux (1842-1917) - jedli f
przyjmuje wartosci nieujemne (lub niedo-
datnie) na pewnym matym przedziale lub je-
8li f ograniczona (na dowolnie matym prze-
dziale), to f ciagfa i w konsekwencji jest
postaci f(x) = ax.

e 1880

Georg Hamel (1877-1954) — istnieja nie-
ciagte funkcje addytywne (choé nie da sie
ich opisa¢ ,wzorem") i jest ich bardzo du-
zo. Takie funkcje musza by¢ ,,nieporzadne”:
nieciagte w zadnym punkcie, nieograniczo-
ne na kazdym przedziale, o wykresie, ktéry
w sposéb gesty wypetnia ptaszczyzne. @
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-
Funkcje Hamela
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Funkcje Hamela

Aby wykaza¢ istnienie nieciagtych funkgcji addytywnych (funkcji Hamela)
potrzebne jest nastepujace twierdzenie:
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Funkcje Hamela

Aby wykaza¢ istnienie nieciagtych funkgcji addytywnych (funkcji Hamela)
potrzebne jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (G. Hamel, 1905)
Istnieje podzbiér H zbioru liczb rzeczywistych R o tej wfasnosci, ze kazda

liczbe rzeczywista x € R mozna w doktadnie jeden sposéb przedstawié
w postaci skonczonej sumy:

X =Ahy+ Xohy+ ...+ A h,

gdzie n jest pewng liczba naturalng, hs, ..., h, pewnymi elementami z H
oraz \1,...,An, pewnymi liczbami wymiernymi.
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-
Funkcje Hamela

Aby wykaza¢ istnienie nieciagtych funkgcji addytywnych (funkcji Hamela)

potrzebne jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (G. Hamel, 1905)

Istnieje podzbiér H zbioru liczb rzeczywistych R o tej wfasnosci, ze kazda
liczbe rzeczywista x € R mozna w doktadnie jeden sposéb przedstawié
w postaci skonczonej sumy:

X =Ahy+ Xohy+ ...+ A h,

gdzie n jest pewng liczba naturalng, hs, ..., h, pewnymi elementami z H
oraz \1,...,An, pewnymi liczbami wymiernymi.

Zbiér H o podanej wtasnosci nazywamy baza przestrzeni liczb
rzeczywistych R nad ciatem liczby wymiernych Q (baza Hamela). @
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Funkcje Hamela

Twierdzenie

Jesli H C R jest bazg Hamela, to dla dowolnej funkcji fy : H — R istnieje
dokfadnie jedna funkcja addytywna f : R — R taka, ze f|y = f.
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Funkcje Hamela

Twierdzenie

Jesli H C R jest bazg Hamela, to dla dowolnej funkcji fy : H — R istnieje
dokfadnie jedna funkcja addytywna f : R — R taka, ze f|y = f.

Niech teraz H bedzie dowolng baza Hamela i niech g : H — R bedzie
dowolna funkcja a f : R — R jej jedynym addytywnym rozszerzeniem.
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Funkcje Hamela

Twierdzenie

Jesli H C R jest bazg Hamela, to dla dowolnej funkcji fy : H — R istnieje
dokfadnie jedna funkcja addytywna f : R — R taka, ze f|y = f.

Niech teraz H bedzie dowolng baza Hamela i niech g : H — R bedzie
dowolna funkcja a f : R — R jej jedynym addytywnym rozszerzeniem.
Funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy @ = const dla x € H.

uly

J. Chmielinski (IM UP) O réwnaniu Cauchy’ego 11 grudnia 2008 21 /21



-
Funkcje Hamela

Twierdzenie

Jesli H C R jest bazg Hamela, to dla dowolnej funkcji fy : H — R istnieje
dokfadnie jedna funkcja addytywna f : R — R taka, ze f|y = f.

Niech teraz H bedzie dowolng baza Hamela i niech g : H — R bedzie
dowolna funkcja a f : R — R jej jedynym addytywnym rozszerzeniem.
Funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy @ = const dla x € H.
Wystarczy zatem okresli¢ dowolnie funkcje g : B — R tak, aby

ng = const, i woéwczas jej addytywne rozszerzenie nie bedzie funkcja
ciagta.
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Funkcje Hamela

Twierdzenie

Jesli H C R jest bazg Hamela, to dla dowolnej funkcji fy : H — R istnieje
dokfadnie jedna funkcja addytywna f : R — R taka, ze f|y = f.

Niech teraz H bedzie dowolng baza Hamela i niech g : H — R bedzie
dowolna funkcja a f : R — R jej jedynym addytywnym rozszerzeniem.
Funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy @ = const dla x € H.
Wystarczy zatem okresli¢ dowolnie funkcje g : B — R tak, aby

ng = const, i woéwczas jej addytywne rozszerzenie nie bedzie funkcja
ciggta. Zatem istnieja nieciggte funkcje addytywne.
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-
Funkcje Hamela

Twierdzenie

Jesli H C R jest bazg Hamela, to dla dowolnej funkcji fy : H — R istnieje
dokfadnie jedna funkcja addytywna f : R — R taka, ze f|y = fy.

Niech teraz H bedzie dowolng baza Hamela i niech g : H — R bedzie

dowolna funkcja a f : R — R jej jedynym addytywnym rozszerzeniem.

Funkcja f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy @ = const dla x € H.

Wystarczy zatem okresli¢ dowolnie funkcje g : B — R tak, aby

@ = const, i woéwczas jej addytywne rozszerzenie nie bedzie funkcja

ciggta. Zatem istnieja nieciggte funkcje addytywne.

Zwréémy uwage, ze mimo, ze dowiedli$my istnienia takich funkcji, to nie

jesteSmy w stanie skonstruowa¢ takiej funkgcji. ‘
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